〔美〕 M . 龙莱因 f 






古今数学思想 


(第一册） 

M . 克莱因著 
张理京张锦炎译 



上海科学技术出版社 





古今数学思想 

(第 一册） 

M 克莱因著 
张理京张锦炎译 
上海科学技术出版社出版 

(上海聰 金二路 460 号） 

厶彳 f 左上海发行所发行江苏扬中印刷厂印刷 


翻译说明 


很多教学工作者、數学教师和爱好數学的同志，早就希望能 
有一本比较简明的、阐述一些重要数学思想的来源和发展的书. 
看到 Morris Kline 教授写的这本 Mathematical Thought from 
Ancient to Modern Times (1972), 我们感到相当满意，就組织人 
力把它韌译了出来. 

这夂书，内容丰富，全面地论述了近代数学大部分分支的历史 
发展； 篇幅不大，简明扼要.正如书名所指出的，本书着重在论述 
数学思想的古往今來，而不是羊纯的史料传记，努力说明数学的意 
义是什么，各门数学之间以及数学和其他自然科学尤其是和力学、 
物理 学的关系是怎 样的. 本书厚今薄古，主要篇幅是叙述近二、三 
百年的数学发展，着重在十九世纪，有在分支写到本世纪的三十 
或四十年代.作者对一些重要数学分支的历史发展，对一些著名 
教学家的评论，都很有一些往到的见斛，并且写得很引人 入胜. 
Morris Kline 教授本人，深受 Gottingen 大学數学传纟先的影响，注 
意研究教学史和数学教育，是一位著名的应用数学家和數学教育 
家，因此，他很能体会读者的心情，在书中能通过比较丰富的史料 
来阐述现点，把科目的历史权述和内容介绍结合 起来. 另外，为了 
.方使读者，许多古代的数学成就或资料，都鉬译成近代数学的语 
.言，通俗易懂.这些都是本书突出的优点. 

当然，本书也有不 足之处 .例如忽视了我国的数学成就及其对 
数学发展的影响，这对于论述数学的发展来说，无疑是有片面性 
的. 关于对现代数学高度抽象这一特征的看法，作者是持一定保 
态度的.他的这种态度，给本书带来了果种倾向性，我们认为这 
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是可以商榷的.另外，关于数学中的有痊问題，在历 史上一 直是争 
论不休的，而数学就在这种争论中发展着；作者的一些看法，也只 
是一家之言，还是值得研究的.隹是总的看来，本书仍不失为一本 
难得的好书.外国的书评也说；“就数学史而论，这是迄今为止最 
好的一本 

原书五十一幸共 1238 页，我们把译本分成四册出版.为便于 
读者了解全书，在每册中我们都印上原作者的序，并附上其余各册 
的0录. 

参加本书翻译的有江泽涵（序言、第 50 幸）、张綿炎（第 11,12 
幸）、申又枨（第15,1«幸）、朱学贤（第 17、18、25、42 聿）、钱敏平 
(第 19 幸）、邛东本（第 20、:45、46、47 幸）、丁同仁（第 沿 幸）、対西 
垣（第2 2 幸）、叶其孝（第 23、24、 4 0 幸）、庄圻泰（第26、 2 7幸）、万 
伟助（第 28、29、30 聿）、石生明（第 31、32、33 幸）、 张顺弟 （第 34 
幸）、姜伯驹（第 35 幸）、聿学诚（第 37、48 聿)、程民德（第 41 聿)、 
张笟庆（第 43、44 幸）、聂灵沼（第 49 聿）、吴光磊（第 51 幸）.我们 
特遨张理京同志翻译了第 1 〜 10」13、14 章、牝京工 此 学院孙树本 
教授翻译了第 36、38、 S 9 幸.第一册是张理京同志校 阅的； 参加第 
二册校阗的有申又枨、江泽泣、冷 生明； 第三册主要由冷生明校闳， 
其中有一部分是张理京校 阅的； 第四册由申又枨、冷生明校阅了大 
部分.另外，叶其孝、未学贤两同志参加校阅了全书的部分幸节， 
并协同做了许多组织工作.申又枨教授生前十分关心本书的釦译 
出版，病中还亲自参加本书的翻译与校阅工作.不幸在本书付印之 
前，他已与世长辞.这本书的出版，也是对申又枨同志的一个纪念. 

本书是 1976 年初组织翻译的.当时，目的是便于自己学巧. 
现在，广大数学工作者、上海科学技术出版社和校内外的许多同 
志，给予我们大力支持和帮助，使这译本得以和广大读者见面.我 

见 Bulletin of the AmeTican Mathematical Society , 1974, 9 , Vol . 80, No - 5, 
pp 305 ^807. 
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们希望本书的鈕译出版，能增进读者对数学史和教学本身的了解， 
对数学的教学改革、以及对数学和数学史的研究有所裨益.限于 
水平，译文一定有许多不妥甚至错误之处，欢迎读者批评指正. 

北京大学数学系数学史翻译组邓东皋 

1978 . 7 . 11 . 
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如果我； n 想要预见欲学的将来，适当的途 g 是研究这门科 
学的历史和现状， 

Henri Poincari 


本书论述从古代一直到本世纪头几十年中的重大数学创造和 
发展. 目的是介绍中心 思想； 特别着重于那些在数学历史的主要 
时期中逐渐冒出来并成为最突出的、并且对于促进和形成尔后的 
数学活动有彩响的主流工作.本书所极度关心的还有：对数学本 
身的看法，不同时期中这种看法的改变，以及数学家对于他们自己 
的成就的理解. 

必须把本书看作是历史的一个概述.当人们想到 Euler 的全 
集满满的约七十卷， Cauchy 的二十六卷， Gauss 的十二卷，人们就 
容易理解只凭本书一卷的篇幅不能给出一个详尽的叙述.本书的 
一些篇章只提出所涉及的领域中已经创造出来的数学的一些样 
本，可是我坚信这些样本最具有代 表性. 再者，为着把注意力始终 
集中于主要的思想，我引用定理或结果时，常常略去严格准确性所 
需要的次要 条件. 本书当然有它的局限性，但我相信它已给出墼 
个历史的一种概貌. 

本书的组织着重在居领导地位的数学课题，而不是数学家. 
数学的每一分支打上了它的奠基者的烙印，并且杰出的人物在确 
定数学的进程方面起决定性 作用. 但是，特意叙述的是他们的思 
想，传记完全是次要约.在这一点上，我遵循 Pasca ] 的意见 ：“当 
我们搂引作者时，我们是援引他们的证明，不是援引他们的姓名.•’ 
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• 为使叙述连贯 ，'特 别是在1700年以后的时期，对于每一发展 
要等到它已经成熟、在数学中占重要地位并且产生影响的时候，我 
才进行论述.例如，我把非欧几里得几柯放在十九世纪的时期介 
绍，虽然企图寻找欧几里得平行公理的替代物或证明早在 Euclid 
时代就开始了并且继续不断.当然，有许多问题会在不同的时期 
反复提及. 

为着不使资料漫无边际，我忽略了几种文化，例如中国的 (1> 、 
曰本的和玛雅的文化，因为他们的工作对于数学思想的主流没有 
重大的影响.还有一些数学中的发展，例如概率论扣差分演算，它 
们今天变得重要，但在所考虑的时期中并来起重要作用，从而也只 
得到很少的注意.这最后的几十年的大发展使我不得不在本书中 
只收入那些二十世纪的，并且在该时 期变成 有特殊意义的创造. 
我没有在二十世纪时期继续讨论象常微分方程或变分法的扩展， 
因为这待会需要很专门的资料，而它们只对于这些领域的研究工 
作者有兴趣，并且将会大大增加本书的篇幅.此外还考虑到，对于 
许多较新的发展的重要性，目前还不能作客观的估价.数学的历 
史告诉我们，许多科目曾经激起过很大的热情，并且得到最好的数 
学家的注意，但终于湮没无闻.我们只需要回忆一下 Cayley 的名 
言： 射影几何就是全部几何，和 Sylvester 的 断言： 代数不变量的 
理论巳经总结了数学中的全部精华.确实的，历史给出答案的有 
趣问题之一便是：数学中哪些东西还生存着而未被淘汰？历史作 
出它自己的而且更可靠的评价. 

通过几十项重要发展的即使是基础的叙述，也不能望读者 
知道所有这些发展的内容.因此，我在本书中论述某科目的历史 
时，除去一些极初等的领域外，也说明科目的内容，把科目的历史 
叙述和内容说明融和 起来.对各 种数学创造，这些说明也许不能 

(1) 中国数学的历史的一个可軎的叙述，巳见于 Joseph Keedham_ 的 Science on-1 
avtlualion in China, 剑桥大学出版社， 1959, 卷 3, 诠 1 〜 168 页. 



把它们完全讲清楚，但应能使读者对它们的本质得到某些概念. 
从而，在某种程度上，本书也可作为一本从历史角度来讲解的数学 
入 门书. 这无疑地是使读者 能获得 理解和鉴赏的最好的写法之 

我希望本书对于专业的数学家和未来的数学家都有帮助.专 
业的数学家今天不得不把这么多的时间和精力倾注到他的专题上 
去，使得他没有机会去熟悉他的学科的历史.而实际上，这历史背 
景是重要的.现在的根，深扎在过去，而对于寻求理解‘‘现在之所 
以成为现在这样子”的人们来说，过去的每一事件都不是无关的. 
再者，虽然数学大树已经伸张出成百的分支，它毕竟是一个整体， 
并且有它自己的重大问题和目标.如果一些分支专题对于数学的 
心脏无所贡献，它们就不会开花结果.我们的被分裂的学科赛面 
临着这种 危险； 跟这种危险作斗争的最稳妥的办法，也许就是要对 
于数学的过去成就、传统和目标得到一些知识，使得隼把研 究工作 
导入有成果的渠道•如同 Hilbert 所 说的： “数学是一个有机体， 
它的生命力的一个必要条件是所有各部分的不可分离的结合 

对于学数学的学生来说，本书还会另有好处.通常一些课程 
所介绍的是一些似乎没有什么关系的数学片断.历史可以提供整 
个课程的概貌，不仅使课程的内容互相联系，而且使它们跟数学思 
想的主干也联系起来. 

在一个基本方面，通常的一些数学课程也使人产生一种幻觉. 
它们给出一个系统的逻辑叙述，使人们有这种 印象： 数学家们几 
乎理所当然地从定理到定理，数学家能克服任何困难，并且这些课 
程完全经过锤炼，已成定局.学生被湮没在成串的定理中，特别是 
当他正开始学习这些课程的时候. 

历史却形成 对比. 它教导我们，一个科目的发展是由汇集不 
同方面的成果，点滴积累而成的.我们也知道，常常需要几十年， 
甚至几百年的努力才能迈出有意义的几步，不但这些科目并未璋 
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炼成无缝的天衣，就是那巳经取得的成就，也常常只是一个开始， 
许多缺陷有待填补，或者其正重要的扩展还有待创造. 

课本中的字斟句酌的叙述，未能表现出创造过程中的斗争、挫 
折，以及在建立一个可观 的结构 之前，数学家所经历的艰苦漫长的 
道路.学生一旦认识到这一点，他将不仅获得真知灼见，还将获得 
顽强地追究他所攻问题的勇气，并且不会因为他自己的工作并非 
完美无缺而感到颓丧.实在说，叙述数学家如何跌跤，如何在迷雾 
中摸索前进，并且如何零零碎碎地得到他们的成果，应能使搞研究 
工作的任一新手鼓起勇气. 

为着使本书能包罗所涉及的这个大范围，我曾经试着选择最 
可靠的原始资料.对于微积分以前的时期，象 T. L. Heath 的《希 
腊数学史 》 (义 History of Greek Mathematics ) 无可否认地是第二 
手的资料，可是我并未只依靠这样的一个来源.对于以后时期中 
的数学发展，通常都能直接查阅原 论文； 这些都幸而可以从期刊或 
杰出的数学家的全集中找到.对研究工作的大量报导和概述也帮 
助了我，其中一些实际上也就在全集里.对于所有的重要结果，我 
都试着给出出处.但并没有对于所有的断言都这 么做； 否则将会 
使引证泛滥，浪费篇幅，而这些篇幅还不如用来充实报导. 

每章中的参考书目指出资料来源.如果读者有兴趣，他能从 
这些来源得到比本书中所说的更多的报导.这些书目中还包括许 
多不应而且没有作为来源的文献.把它们列在书目中，是因为它 
们供给额外的报导，或者表达的水平可以对一些读者更有帮助，或 
者它们比原始资料更易于找到. 

在此，我想对我的同事 Martin Burrow, Bruce Chandler, 
Martin Davis, Donald Ludwig, Wilhelm Magnus, Carlos Moreno, 
Harold N. Shapiro 和 Marvin Tretkoff 表示谢意，感谢他们回答 
了大量的问题，阅读了本书的许多章节，提出了许多宝蚩的批评意 
见，我特别感激我的妻子 Helen, 她以批评的眼光编辑我的手稿, 
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广泛地核对入名、日期和出处，而且极仔细地诃读尚未分成页的校 
样并给它们编上页码. Kleanor © M . Gross 夫人做了大量的打字 
工作，对我是一个极大的帮助.我想对牛津大学出版社的编辑部 
表示感激，感谢他们细心地印刷了 本书. 

Horils Klin^ 

纽约1972年5月 
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1 

美索波达米亚的数学 

逻辑可以等待，因为它是永 恒的. 

Oliver Heaviside 


1. 教学是在哪里开姶出现的？ 

数学作为一门有组织的、独立的和理性的学科来说，在公元前 
600到300年之间的古典希腊学者登场之前是不存在的.但在更 
¥期的一些古代文明社会中已产生了数学的开端和萌芽.在这些 
原始文明社会中，有好些社会只能分辨一、二和许多，并没有更多 
的数学知识；有呰则知道并且能够运算大的整数 .• 还有一些能够 
把数作为抽象概念来认识，并采用特殊的字来代表个别的数,引入 
数的记号，甚至采用十、二十或五作为基底来表示较大的数量.也 
可以发现他们知道四则运算，不过仅限于小的数；并且具有分数的 
概念，不过只限于+之类，而且是用文字表达的.此外，古人 
也认识到最简单的几何概念如直线、圆和角.也许值得一提的是， 
角的概念想必是从观察到人的大小腿(股)或上下臂之间形成的角 
而产生的，因为在大多数语言中，角的边常是用般或臂的字来代表 
的.例如在英文中，直角三角形的两边叫两臂.（在汉文中直角三 
角形的一条直角边也叫股——译者).在这些原始文明中，数学的 
应用只限于简单交易，田地面积的粗略计算，陶器上的几何图案， 
织在布上的花格和记时等方面. 

在公元前三千年左右巴比伦和埃及的数学出现以前，人类在 
数学上没有取得更多的进展.由于原始人早在公元前一万年就开 
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始定居在一个地区，建立家园，靠农牧业生活，可见最初等的数学 
迈出头几步是多么 费时； 更由于许许多多古代文明社会竟然没有 
什么数学可言，足恩能培育出这门科学的文明是多么稀少. 


2. 美索波达来亚，的政治史 

在上述两个古代文明社会中，巴比伦人是首先对数学主流作 
出贡献的.由于我们对近东的特别是对巴比伦古代文明的知识， 
大部来自近百年来考古研究的结果，所以这一知识是不完整的，而 
且会因以后的新发现而必须加以改正 .• “巴比伦人”这个名词包括 
好些同时或先后居住在底格里斯 (Tigris) 和幼发拉底斯 （Euphra¬ 
tes) 两河之间及其流域上的一些民族. 这块地方古代叫美索波达 
米亚 (Mesopotamia), 是今日伊拉克的一部分.这些民族居住在独 
立的城邑如巴比伦 (Babylon), 乌尔 (Ur)， 尼普耳 (Nippur), 苏塞 
(Susa), 阿塞耳 (A^iur), 乌鲁克 (Uruk)， 拉加希 (Lagash), 克希 
(Kish) 等. 公元前 4000 年左右，同闪族及印度-日耳曼族不同 
种族的苏默人 (Smnerians) 在美索波达米亚的部分地区定居了下 
来.他们的首都是乌尔，他们所控制的地区叫苏默.虽然他们的 
文化在公元前2250年达到最髙点，但甚至在更早的时候，公元前 
2600年左右，苏默人就受阿卡德人 (Akkadians) 的政治控制.这 
阿卡德人是闪族，他们的主要城市是阿卡德，当时的统治者是 
Sargon. 于是苏默文化就被阿卡德文化所淹没了.在 Hammurabi 
王(公元前1700年左右)统治期间，文化得到高度发展.这位君王 
也以制定一部著名法典而垂名后世. 

公元前一千年左右，民族迁徙和铁器的使用产生了进一步的 
变革.其后到公元前八世纪，这地区为原住在底格里斯河上游的 
亚述人 (Assyrians) 所统治.据今日所知，亚述人对文化没有什么 
新贡献.一个世纪之后，亚述帝国为迦勒底人 (Chaldeans) 和米太 
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人 (Medes) 所割据，而米太人则与更往东的波斯人种族接近.美索 
波达米亚史上的这段时期（公元前七世纪)通常称为迦勒底时期. 
公元前 540 年左右，近东地区为居鲁士 (Cyrus) 统治下的波斯人所 
征服.波斯数学家如 Nabu-rimanni (公元前 490 年左右)和 Kidinu 
(公元前 480 年左右)开始为希腊人所知悉. 

公元前 330 年，希腊军事领袖 Alexander the Great 征服了美 
索波达米亚.从公元前 330 年迄基督诞生这一段历史时期世称为 
塞流卡斯时期 (Seleuoid period), 这是从公元前 323 年 Alexander 
死后统治该地区的希腊将领 Selmicus 得名的.但其时希腊数学之 
花已盛开，所以自 Alexander 迄公元七世纪阿拉伯人到来这一段 
时期内，希腊人的影响遍及近东.巴 比伦人 所创造的数学大部出 
现在塞流卡斯时期以前. 

尽管美索波达米亚地区的统治者变动频繁，但数学的知识、 
传统和使用，从古代起至少一直到 Alexander 时代，始终连绵不 

断. 


3.数的记号 

我们对巴比伦文明和数学的知识，无论是其古代的或较近期 
的，都得自其泥版的文书.这些泥版是在胶泥尚软时刻上字然后 
晒干的.因而那些未被毁坏的就能完整保存下来.这些泥版的制 
作大抵在两段时期，有些是公元前二千年左右的，而大部分是公示 
前 600 年到公元 300 年间的.较早的泥版对数学史来说重要性更 
大些. 

较早期泥版上刻的是阿卡德文字，这是附加到较早的苏畎文 
字上的一种文字.阿卡德语中的字含有一个或多个 音节； 每个音 
节则用一批基本上是线条形式的记号表示.阿卡德人用一种断面 
呈三角形的笔斜刻泥版，在版上按不同方向刻出楔形刻痕.因此 
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这钟 文字就叫楔形文字.楔形文字的英文字 cuneiform 就是从 
拉丁文 awm 似 而来的，而 cumm 的原意就是“楔”或尖劈. 

巴比伦文化中发展程度最高的算术是阿卡德人的算术.他们 
的整数写法 如下： 

r rr nr f 或钚 w fff 

1 2 3 4 5 6 7 

f ffl 讲 < <r ««< < ^ 

8 9 10 11 12 20 20 40 50 

T K X< TT TK 

60 70 80 120 130 

巴比伦数系的突出之点是以60为基底并采甩进位记号. 

起初巴比伦人没有用什么记号来表示某一位上没有数，因此 
他们写的数是意义不定的.例如 < 可以表示80或3620,这要 
取决于头一个记号是表示60还是 3600. 他们往往空出一些地方 
来表明那一位上没有数，但这当然还会引起误解的.在塞流卡斯 
时期他们引入了一种特别的分开记号来表示那一位上没有数.例 
如 JiY = l *60 2 +0-60+4 = 3604. 但即使在这段时期也还未采 
用一个记号来表明最右端的一位上没有数，如同我们今日所记的 
20那样.在这两段时期，人们都得依靠文件的内容，才能定出整 
个数字的确切数值. 

巴比伦人也用进位记法来表示分数.例如，< 作为分数来 

记时，可以表示20/60,而作为分数来记，可表示21/60或 
20/60+1/60 2 . 所以他们数字系统的混淆不清比上面所指出的还 
要厉害. 

少数几个分数有其特定记号.例如我们可以看到 if =+， 
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是 T 方 f = |. 这些特殊分数香和吾，对巴比伦人来 

说，在量的度量意义上是作为‘整体'看待的，而不是一的几分之 
几，虽则它们是从量的凌量（同另一量相比有这相应关系）所得出 

的结果.例如把一角钱与元对比时我们可以把1角钱写與^•，但 
又把这^■本身看成是一个单位. • 

实际上巴比伦人并不到处都用60进制.有时他们把年数写 
成2胃25,这里 me 代表百，用我们的记号这就是 225. 他们也用 
阶⑽代表1000,这一般用在非数学的文件上，殊而也出现在塞流 
卡斯时代的数学文件上.有时10和60进位是混用的，如2胃1, 
10,这表示 2 x 100+1 ><60+10士 270.他们以66, 24, 12, 10, 6, 
2混合进位制写出的数，表示日期、面积、重量、钱币，正如我们今 
日的钟点数用 I 2 进位，奸、秒数用 6 0进位，英寸数用 I 2 进位而普 
通叶数则用10进位一样. E 比伦人的数制也象今日 fr 用的一样， 
是由许多历史条件和地区习惯形成的混合数制.不过在数学和天 
文上，他们则是一贯用60进制的. 

我们不能明确地知道基底60是怎么来的.这也许是由于他 
们采用一系列重量单位制的结果.假如我们有一个重量单位制， 
其各单位所含重量之比为 

1/2, 1/3, 2/3, 1, 10. 

又假如另外还有一种重量单位制，其单位不同但重量值之比相同， 
而政治或社会力量要求把这两种衡制合并起来.（例如我们有公 
尺和码.）如果较大的单位是较小单位的60倍，那么较大单位的 
1/2, 1/3和‘々3将是较小单位的整倍数.因而为了使用方便就采 
纳较大的单位. 

关于进位记数法的来源有两种可能的解释.在较早的记数法 


中，他们用较大的 ▼ 代表1乘60而以较小的这种记号代表 1. 
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在写法简化以后， T 的外形减小了但仍放在代表60的那个位置 
上，因而所在的位置就变成代表 60 的倍数记号.另一种可能的 
解释来自币制.他们可能把 1 talent (古币单位）和 lOmana 写作 
K , 这里 T 表示 1 talent, 它等于 60mana.. 正如我们所写 
$1.20 中的1代表100分那样.于是记钱数的写法就采用到一般 
算术上来了. 

4.算术运算 , 

在巴比伦记数制中，代表1和10的记号是基本记号.从1到 
邱这些数都是用几个或者更多一些基本记号结合而成的.因此 
这种数的加减法就不过是加上或去掉这种记号就是了.巴比伦人 

把数字合在一起用来表示相加，例如表示 16. 减法用记号 
^•表示.如即 40—3. 在较晚期的天文文件中则出现 
tab 这个字，它表示加法. 

他们也做整数的乘法.比方说，乘以 37, 他们的做法是乘以 
30, 另外再乘以 7, 然后把结果相加.乘法记号是 ffpf, 读作 
a - rd , 意思是“去”. 

巴比伦人也做整数以整数的运算.由于除以一个整数 a 就 
是乘以倒数这就牵涉到分数的运算.巴比伦人把倒数化成六 

十进制的“小数”，而除了上面指出的几个分数以外，不用分数的特 
殊记 f . 他们有数字表，可以査出 1/ a 形式的数(其中 0 = 2*3^) 
怎样写成有限位的六十进 制“小 数”.有些数表给出1/7, lAi , 
1/13等的近似值，因为这些分数所化_的六十进制小数是无限循 
环的.在一些老问题里所出现的分数¥，如果分母里含有2, 3或 
5之外的因子，分子里也有这种因子，那就彼此约掉， 
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巴比伦人完全靠倒数表来作计算.例如，他们的表 中有： 

igU gdl-biZQ igi8 gdtlr-bi7, 30 

igiSgdl-bm i S i9gdl - biQ,-40 

igi 4 gdl-bi 15 . .. 

6 gdl-bilO igi^galr-U2, 13, 20 

这些显然表示 1/2 = 30/60, 1/3 - 20/60 等等.至于如和 g6Jr-U 
的确切意义则不知道.六十进制分数（即小于1的数）用60乘幂 
60, 60 2 等的逆方幂表示，不过分母并未明确写出这种写法仍为 
希腊人 Hipparchus 和 Ptolemy 所采用，并且一直沿用到十六世纪 
文艺复兴时的欧洲，这之后才被以10为底的十进制小数所代替. 

巴比伦人也有表示平方、平方根、立方和立方根的数表.当方 
根是整数时，给出的是准确值.对于其他的方根，相应的六十进制 
数值只是近似的.无理数当然是不能用有限位的十进制或六十进 
制小数来表示的.不过，没有事实可以证明巴比伦人懂得这 一点. 
他们很可能相信，只要用足够多的位数,就可用六十进制小数准确 
表达无 理数. E 比伦人给出的 VT 的近似值是、 =1.414213 … 
而不是: L 414214 …. . 

在他们计算高 A 宽 w 的矩形对角线 d 时出现平方根.有一个 
问题是求给定宽和髙的一扇门的对角线.给出的解答并未说明是 
怎么求得的，但相当于用了求对角线 d 的近似公式，即 ' 

这公式在 h > w 时是的很好的近似式，例如在他们的一个问题 
中有的情形，可以看出这解答是合理的，因为 

如果把二项式展开并只取头两项，那就得出上面的近似式.他们 
还给出了求平方根问题的其他近似解答，这些可能是用了巴比伦 
入数穿表中的 数而得 出的，， 
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S. 巴比伦的代数 

从载有数字表的文件中，可以获得巴比伦人的数系和数字运 
算方面的许多知识.还有一些文件与此不同，它们是处理代数与 
几何问题的.早期巴比伦代数的一个基本问题，是求出一个数，使 
它与它的倒数之和等于已给数.用现代的记号来说,.即巴比伦人 
要求出这样的 * 与〗 ，使 

xx = 1 , x + x = b . 

从这两个方程得出 ® 的一个二次方程，即#一仏+1_0.他们作 
出( I ) 2 ;再作出 vIF 一 1， 然后得出 解答： 

T+Vd -)* -1 及去 - 

这就是说巴比伦人实际上知道二次方程根的公式.有些别的问 
题，如给定两数之和与两数之积而求出这两数，也可化为上述问 
题. 申 于巴比伦人不用负数，故二次方程的负根是略而不提的.虽 
然他们只给出具体例题，但好些问题是打算说明二次方程的一般 
解法的,他们用变量置换把更为复杂的代数问廒化成较简的问题. 

巴比伦人能解出含五个未知童的五个方程这类个别的问题. 
在校正天文观测数据而引起的一个何题中，包括含十个未知量的 
十个(大多数是线性的)方程.他们用一种特殊的方法结合各个方 
程，最后算出了所有未知量. 

他们的代数方程是用语文叙述并用语文来解出的.他们常用 
长)，⑽ 〆 宽）和(面积)这些字来代表未知量，并不一定因 
为所求未知量确实是这些几何量，而可能是由于许多代数问题来 
自几何方面，因而用几何术语成了标准做法.我们举下面一个例 
子，来说明他们是怎样用这些术语表示未知童和陈述问题的 :“我 
把长乘宽得面积 10. 我把长自乘得面积，我把长大于宽的暈_ 
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乘，再把这个结果乘以 9. 这个面积等于长自乘所得的面积.问 
长和宽是多少?”很明显，这里的文字长、宽和面枳，只不过是分别 
代表两个未知量及其乘积的方便说法 
这问题现今的写法是 

附带说明一下，求解时得出$的一个四次方程，但其中缺少$和/ 
项，因而可作为的二次方程来解出. 

他们也搞需要求三次根的问题.其中一个问题若用现今的记 
号来写是这 样的： 

12x=Zy y=x, xyt—Vy 

这里 r 是个给定的体积.求这里的 a 时必须算立方根.巴比伦 
人用上述的立方根数字表来算这个根.他们也计算复利问题，其 
中需要求出一个未知的指数函数值. 

巴比伦人有时也用记号表示未知量，但这种记法只是偶尔用 
之.在有些问題里，他们用两个苏默文字(字尾变形有点受阿卡德 
文的影响)表示两个互为倒数的未知量.又因这两个文字在古苏 
默文里是用象形记号的,而这两个象形记号当时已不流行，所以结 
果就罅于用两个特殊记号来表未知量.他们反复运用这些记号， 
因而虽不懂得这两个记号在阿卡德文里的读法，我们也可以认出 
它们来. 

他们解代数问题时只指出求解的步骤.例如， 10 平方得 100 ; 
从 1000 减去 100; 得 90Q; 等等.由于他们并不说明每步做法的理 
由，所以只能推想他们是怎么知道这种做法的. 

他们在具体问题里算出了算术数列和几何数列之和；对于后 
者，用我们的记 号是： 

(1) 在 randerWaer 扣 Ti - 书 pp.65 〜 73中可找到许多代数问 jg 的例子.谪考 
看本章末的文献. 
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1+2+4+…+2 9 = 2 9 +(2 9 — 1) -❶一 1. 

他们也给出了从1到10的整数平方和，好象是应用了下列公式似 
的： . 

l s +2 2 + …+ 办 2 *= (1 x~^~+n xD(l+2+3+... + 71). 

在处理这方面的特殊问题时，他们没有给出推导. 

巴比伦代数中也含有一些数论.他们求出了好几批 Pythago> 
細三元数组，并且很可能是用正确方法得 出的； 即，若 
y ^ q , 则 y+f-z 2 . 他们还求出了 #+2/ 2 -»2：! 2 的 

整数解. 


e . 巴比伦的几何 

几何在巴比伦人的心目中是不重要的.几何并不是他们一门 
独立的学科.关于划分土地或计算某项工程所需砖数之类的问题 
很易于化为代数问题.面积和体积的一些算法是按固定法则或公 
式给出的.不过，那些说明几何问题的图画得很粗，所用的公式也 
可能不正确.例如，在巴比伦人计算面积的问题里，我们分不清其 
中的三角形是否为直角三角形,也不知其四边形是否为正方形，因 
而不知其对有关图形所用的公式是否正确.不过， Pythagoras % 
理中的关系，三角形的相似以及相似三角形对应边成比例的关系 
他们是知道的，他们似用•(其中 c 表圆周长)这个法则得出 
圆面积.在这个法则里，他们等于用3代替了 5T. 不过，在他们给 
出正六边形及其外接圆周长之比时，其中的结果说明他们用 

作为 a 值.在计算一些特定物理问题时，他们算出了一些体积，有 
些算对了，有些算得不对. 

除了计算一个给定的等腰三角形的外接圆半径之类这一些特 
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殊的实际知识外，巴比伦人的几何的内容只是收集了一些计算简 
单平面图形面积和简单立体体积的法则，而平面图形中则包括正 
多边形.他们并不专为几何而研究几何，总是在解决实际问题时 
才去搞儿何的. 


7. 巴比伦人对于数学的使用 

尽管巴比伦人的数学知识有限，但数学在他们生活的许多方 
面都起作用.巴比伦位于古代贸易通道上，他们商业活动范围很 
广.巴比伦人用他们的算术和简单代数知识来表示长度和重量， 
来兑换钱市和交换商品，来计算单利和复利，来计算税额，来给农 
民、教会和茵家之间分配收获的粮食.划分土地和遗产的问题引 
出代数问题.牵涉到数学的大多数楔形文字著作（除了数字表和 
解題的文件之外)都是关于经济问 题的. 在他们的早期历史中，经 
济对算术发展的影响是无庸置疑的. 

挖运河,修堤坝，以及搞其他水利工程輥需要用到计算.关于 
砖的需用量问题就引起许多数字计算和几何问题.他们需要计算 
谷仓和房屋的容积以及田地的面积.巴比伦数学和实际问题之间 
的紧密联系可从下例 看出： 要挖一条运河，其横断面为给定的梯 
形，其长、阔、深是已知的.每人每天的挖土量是已知的，挖土人数 
和他们的工作日数之和也是已知的.问题是要算出人数和工作日 
数. 


由于从希腊时代起数学和天文学之间的关系就非常重要，所 
以我们这里要指出巴比伦人在天文学方面有哪些知识并做了些什 
么工作.苏默人的天文知识如何我们一无所知，而阿卡德时代的 
天文知识是粗糙的并缺乏数量 关系； 在出现值得一提的天文学之 
前，数学先有了发展.在亚述时代（公元前700年左右）的天文学 
巾开始有了对现象的数学描述，并有系统地记录观测数据.在公 
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元前的最末三个世纪里,数学的应用多了起来,特别是用于计算月 
球和行星的运动.天文学方面的文件大多产生在这个塞流卡斯时 
期：这种文件有两类，一类是程式文书，一类是天文历书，即给出 
天体在不同时期所处位置的书表.程式文书是说明怎样计算天文 
历书的. 

从他们对月日观察数据所作的算术，可以看出巴比伦人计算 
了相继数据之间的一次和二次差分,观察到了 —次求二次_分等 
于常数时的情况，并对数据作了外插与内插.他们算法的程式等 
于利用了这一 事实: 所观测的数据可用多项式函数来拟合,这样使 
他们能预测各行星在每一天的位置.他们颇为准确地知道一些行 
星的运动周期，并利用亏蚀现象来作为计算的基础.但在巴比佾 
人的天文学里，并没有对行星运动或月球运动给出几何概型. 

塞流卡斯时期的巴比伦人已对太阳和月球的运动记录了很多 
的数据，其中给出变动的速度和位置.这些数据表里还列有(或者 
易于从中推算出）太阳和月球的特定位置和亏蚀时间.他们的天 
文学家能把新月和亏蚀出现的时间算准到几分钟之内.从他们的 
数据说明他们知道太阳年或回归年(季节年)等于 12+22/60+8/60 1 
个月（从新月出现到下次新月出现为一月），并把恒星年(太阳相对 

于恒星的位置复原所需之时)准确算到分. 

黄道带里相应于十二宫的星座是他们早就知道的，但黄道带 
的名称是在公元前419年的一项文件中才首次出现的.黄道带每 
宮占 30°. 天上行星的位置以恒星为依据来确定，也用其在黄道 
带中的位置来确定. 

天文学有许多用处.其一是要用它来算出历书，这是由太阳、 
月球和恒星的位置推定的.年、月、日这些天文上的数量要准确算 
出，才能知道播种日和宗教节日 . 」部分地由于日历同宗教货日和 
宗教仪式的关系，部分由于他们认为天体都是神，所以在巴比伦由 
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巴比伦人对于数学的使用 

祭司掌管日历. 

他们的日历是阴历.每月是在月球全黑(我们今日所谓的新 
月）后首次出现蛾眉月时开始的.日子从首次出现蛾眉月的那天 
晚上开始算起，并把从 H 落到第二次的日落之间的时间作为一天•: 
阴历是难办的，因为虽然使一个月有整数的日子是件方便的事，但 
根据太阳月球接连有同样相对位置（即从新月到新月）之间相隔曰 
数来算的阴历月份，有的是29天，有的是30天.这就出现该定哪 
些月为29天和哪些月为30天的问题.更重要的一个问题是怎样 
使阴历符合季节.这问题的解答很复杂，因它要取央于月球和太 
阳的运行路径和它们的速度.阴历里还插进了额外的月份，使得 
在19年里这样插进了 7个月之后，才能让阴历约摸符合太阳年. 
这样236个阴历月份等于19个太阳年.他们逐年算出了夏至的 
时间，然后取相等的分段，定出冬至和春分、秋分的时间.这种历法 
为犹太人、希腊人所沿用，罗马人起初也沿用，直到公元前45年他 
们采用 Julian 历法时为止. 

把圆分为360度是巴比伦天文学家在公元前最末一个世纪里 
首创的.这跟他们早先用60做基底一事不 相干； 不过60却用来 
作为把度分成分和把分分成秒的底数.天文学家 Ptolemy (公元 
二世纪)也沿用巴比伦人的这种分法. 

与天文学密切相关的是占星术.巴比伦人也象其他许多古代 
文明社会中的人一样,认为天体都是神，因而认为它们能影响甚至 
主宰人间的事.如果我们想想太阳的重 要性: 它给我们以光和热， 
对植物生长的影响，日蚀时所引起的恐惧，以及动物交配的季节性 
现象,那就很可以理解，为什么古人相信天体甚至能影响人的一生 
中的日常事务. 

古代社会中伪科学性的预卜并非都用天文.他们认为数本身 
有神秘特性并可用之于预卜未来.我们可在但以理书及新旧约先 
知的著述中看出巴比伦预卜未来的做法，希伯来人的“科学”测 
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字术(炉希伯来传统神秘主义的一种形式)就是根据这一 
事实而来的，即因希伯来人用字母来表示数,所以他们认为由字母 
组成的每个字都具有一个数值.如果两个字的字母值之和相同， 
那就表明这两个字所代表的两种概念、两个人或两件事之间有重 
要的联系.在以赛亚的预言里(21:8)，狮子宣告巴比伦城的沦落， 
因为希伯来文中狮子这个字和巴比伦这个字里，其字母所代表的 
数字之和是一样的. 


8. 对 E 比伦数学的评价 

巴比伦人用特殊的名称和记号来表未知量，采用了少数几个 
运算记号,解出了含有一个或较多未知量的几种形式的方程，特别 
是解出了二次方程，这些都是代数的开端.他们对整数和分数搞出 
了有系统的写法,这使他们能把算术推进到相当高的程度，并用之 
于解决许多实际问题特别是天文上的问题.他们在解特殊型高次 
方程方面具有一些代数技能，但总的说来，他们的算术和代数是很 
初等的.虽然他们算的都是具体的数和具体问题，但他们对抽象 
数学也有部分掌握，因为他们认识到某些运算过程对某些类方程 
具有典型性. 

问题是巴比伦人在采用数学证明这方面做到什么程度.他们 
确曾用正确的有系统的步骤，解出了含未知量的颇为复杂的方程. 
但他们只用语言说出该做的步骤，没有说出做那一步的理由根据 
什么.几乎可以肯定地说，他们的算术和代数步骤以及几何法则， 
都是根据物理事实、边试边改以及从直观认识得出的结果.如果 
有些方法行之有效，巴比伦人便认为这就有充分理由继续加以采 
用.关于证明的想法，依据于决定取舍原则的逻辑结构的思想，以 
及问题的解在什么条件下存在这些方面的考虑，在巴比伦人的数 
学里都是找不到的. 



Library, 1951, Chaps. 6 〜 8. 
ed., Macmillan ； 1954, Chaps. 


Childe, V. Gordon: Man Make$Himself, New American 

Dantzig, Tobias: Number: The Language of Science, 4th 

1 〜 2 , 

Karpinskiy Louis C.: The History of Arithmetic, Hand McNally, 1925. 

Menainger, K .： Nunber Words and ^UTriber Symbols: A Cultwral History of Ntmbers, 
Massachusetts Institute of Technology Press, 1969. 

Neugebauer, Otto: The Exact Sciences in Antiquity, Prioceton University Press, 
1962, Chaps. l-3aod5 # 

Neugebauer, Otto ： Vorgriechische Mathematik, Julias Springer, 1934, Chaps. 1 〜 3 
and 5, 

Sartoo, George ： A History of Science, Harvard University Press, 1952, Vol. 1, 
Chap. 3. 

Sarton, George ： The Study of the History of Mathematics and the History of Science ， 
Dover, (reprint), 1954. 

Smith, David Eugene ； History of Mathematics, Dover (reprint), 1958, Vol. 1, 
Chap. 1. 

Struik, Dirk J.: A Concise History of Mathematics, 3rd ed” Dover, 1967, Chaps. 







埃及的数学 


所有科学，包括遌辑和数学在内，都是有关时代的函 
数所有科学连 a 它的理想和成就统疣都是妇此 • 


1.背 景 

当美索波达米亚地区的统治民族迭经更替从而接受新的文化 
影响之际，埃及的文明却在不受外来势力的影响下独自发展.埃 
及文明源自何处于今未知，但它肯定在公元前4000年之前訧已存 
在.正如希腊史学家 Herodoinis 所说，埃及#受尼罗河恩施的. 
这条河把南方的水一年一度地泛滥到沿河两岸之后留下沃土.他 
们的大多数人自古以来就一直靠耕种这片沃土谋生.这国家的其 
余部分是荒漠. 

在今日埃及这块地方，古代有两个王国，一个在北方，一个在 
南方.在公元前3500年到3000年之际，他们的一个统治者 Mena 
(或 Menes ) 统一了南、北(或上、下)埃及.嗣后埃及历史的主要时 
期就按统治的朝代来命名，而以 Menes 为第一朝代的创建人.埃 
及文化在第三朝代(公元前2500年左右）到达最髙点，当时的统治 
者建立了至今闻名的金字塔.一直到公元前 3 S 2 年 Alexandw 
the Great 征服它以前，埃及文明按着它自己的道路延续着.此后 
一直到公元600年左右，埃及的历史和数学就附属于希腊文明了. 
因此，除了受 Hyksos 人的一次小小入侵(公元前1700到1600年） 
和跟巴比伦文明的轻微接触（这从尼罗河谷发现公元前1500年左 



右的 Tell al - Amarna 楔钐文字泥版一事推知）之外，埃及文明是 
其本地居民的创造物. 

古埃及人造出了他们自己的几套文字.其中有一套是象形文 
字，每个文字记号是某件东西的图形.直到基督降生的年代，埃及 
象形文字还用在纪念碑文和器皿上.从公元前2500年左右起，埃 
及人用一种所谓僧侣文 (hieratic writing ) 来作日常书写.这套文 
字所用的人为记号起初只是象形字的简缩.僧侣文是拼音的，每 
个音节由一个会意文代表，而整个文字则由一些会意文组成.整 
个文字的意义并不受个别会意文的限制. 

书写的方式是用墨水写在草片 ( papyrus ) 上，这是把一种木髄 
紧压后切成的薄片.因萆片会干裂成粉末，所以除了铭刻在石头 
上的象形文字外，古埃及的文件很少保存下来. 

现存的数学文件主要是两 批草片文书： 一批是保存在莫斯科 
的，叫莫斯科草片 文书; 一批是1868年英国人 Henry Rhind 发现 
的，现存英国博物馆，叫 Rhind 草片文书. Rhind 草片文书又叫 
Ahmes 草片文书，因其作者叫 Ahmes . 他在这文书的开首写了如 
下这 句话: “获知一切秘奥的指南”.这两批草片文书都是公元前 
1700年左右的东西.此外还存有写于这一时代及其后的一些草 
片文书的片断.数学草片文书的作者是在古埃及政府和教会行政 
机构中工作的书记. 

草片文书里含有数学问题和解答——在 Khind 草片文书里 
有85题，在莫斯科草片文书里有25 题. 这些想必是书记们在工 
作中所碰到的问题，而人们则指望他们求出解答.这两大批草片 
文书中的问题很可能是作为一些典型问题和典型解法的示范例 
子而记下来的.虽然这些草片文书的撰写年代在公元前1700年 
左右， 但其中所含的数学是埃及人早在公元前3500年就已经知道 
的，而从那时起直到希腊人征服他们以前，他们很少增加新的知 
识. 
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2.算 术 

埃及人用的象形数字记 号是： 丨表1, fl 表10, (3 及今表 
100， I 表1000， f 表10, 000,以及表示更大单位的其他记 

号.介乎其间的各数则由这些记号组合而成.书写的方式是从右 
往左的，故丨丨 | 丨 n ri 表 24. 这套数字写法是以 10 为底的，但不 
是进位制的. 

埃及僧侣文的整数写法可用下面几个记号作为 例子： 

MUI — 7 么二 I / 

123 4567 8 9 10 

他们的算术主要用迭加法.做通常加减法时，他们只是靠添 
上或划掉一些记号，以求得最后结果.乘除法也是化成迭加步骤 
来 做的. 比如说，计算12乘12时，埃及人的做法 如下： 

1 12 

2 24 

4 48 

8 96 

每行是由上一行取二倍得出的.有了 4.12=48 和8.12 = 96,把 
48和96相加,这就得到 12-12. 这种算法当然同分别乘以10和乘 
以2然后相加的算法很不一样.乘以10的算法他们也做,这时他 
们把表示1的记号改成表示10的记号，把表示10的记号改成表 
示100的记号. 

埃及人做一个整数除以另一整数的算法也是怪有意思的•例 
如，他们做19除以8的算法如下： 



2 .算术 
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2 16 

1/2 4 

1/4 2 

1/8 1 

于是得解答为 24-1/4+1/8. 求解的思想无非是取8的倍数和部 
分数，使之合并成 19. 

埃及数系中分数的记法比我们今日的复杂得多.记号 c 读 
作 ro , 原表示^蒲式耳(谷物容量，一蒲式耳合八加仑——译 
者)，埃及人用来表示一个分数.在僧侣文中把这卵形改成一个 
点.这卵形 o 或点通常记在整数上，表明它是个分数.例如在 
象形文字写法中， 

<:=> 1 <0 1 ill 1 

V / = 5- 1 n - w ， n n - 

少数几个分数用特殊记号表示.如象形记号=表示1/2; 
<Ti> 表示2/3; X 表示 

除了几个特殊分数之外，所有分数都拆成一些所谓单位分数. 
例如， Ahmes 把2/5写成 1/3+1/15. 加法记号是没有的，但从 
上下文可以看出加的意思. Rhind 草片文书里有个数表，把分子 
为2而分母为5到101的奇数的这类分数，表达成分子为1的分 
数之和.利用这表，可把7/29这样一个分数(这在 Ahmes 看来是 
整数7除以整数 29) 表达成单位分数之和.由于7 = 2+2+2 + 1, 
他把每个2/29表达成分子为1的分数之和.把这些结果加起来， 
并作进一步的变换,最后得到一些单位分数之和，其中每个分数的 
分母各不相同.所得7/29的最后这种表达式是 

K + 去+去+去 

这里凑巧7/29还可表达成1/5+1/29+1,145,不过用了 Ahmes 
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的数表会得出头一个结果，所以他就用头一个表达式.把分 
数 a / i 表达成单位分数之和是系统地按照老办法做的.埃及人利 
用单位分数就可对分数进行四则运算.埃及人之所以未能把算术 
和代数发展到高的水平，其分数运算之繁复也是原因之一. 

埃及算术里也如巴比伦一样未能认识到无理数的性质.代 
数问题中出现的简单平方根，他们是能够用整数和分数来表达 
的. 


3.代数与几何 

草片文书中有求一个未知量问题的解法，这个问题大体卜.相 
当于今日的一元一次方程.不过用的方法纯粹是.算术的，并 a 在 
埃及人心目中这并不成其为一门独特郎学科——解方程.问题是 
用文字叙述的，仅告诉得出解的步骤， 木说明 为什么用这些方法， 
也不说明为什么这些方法能行.例如 Ahmes 草片文书中的第31 
题，直译出 来是: “一个数量，它的2/3,它的1/屯它的1/7,它的 
全部,加起来总共是 33”. 用我们的记号就是 

a;+ 音 +"^+iC=33. 

这个题只要用埃及人的简单算术就可解出. 

草片文书中的第63题如下:“把700块面包分发给四人,第一 
人2/3,第二人1/2,第三人1/3,第四人 1/4”. 这对我们来说就 

^+ 1 ^= 700 . 

Ahmes 给出 的解法是这样 的： “把 | 加起来，得1 

H •以 1 H 除^得 i 去.现求 700 的1去.舰 400 . " 


3. 代数与几何 


在解有些问 JB 时， Ahmos 用了“错位法则例如，为定出誶 
术数列中的五个啟，需它们的和等于 100, Abmes 先取公差 c? 
为最小那个数的5^■倍.然后他把其中最小的数取为1,于是得 

数列1, 6 j ， 12, 17-|, 23. 但这些数相加得60而所需的和应是 
100. 于是他把各项乘以 5/3. 

草片文书中只涉及到最简单的二次方程如= 即使在 
出现两个未知量时，方程的类型也是 

« 2 +!/ 2 = 100 , y^=~x, 

所以消去？/后，$的方程仍是前述类型.草片文书中也可看到牵 
涉算术数列和几何数列的具体问题.从所有这些问题及其解法 
中,我们不难推知他们所用的一般法则. 

在埃及人有限的代数里实际上没有成套的记号.在 Ah mes 
草片文书中，加法和减法用一个人走近和走开（来和去）的腿形 
■^和&来表示，记号 r 用来表示平方根. 

埃及人的几何是怎样的呢？他们并不把算术和几何分开.草 
片文书中都有这两方面的问题.埃及人也象巴比伦人那样，把几 
何看作实用工具.他们只是把算术和代数用来解有关面积、体积及 
其他几何性质的问题.据希腊历史学家 Herodotus 说，埃及是因 
为尼罗河每年涨水后需要重定农民土地的边界才产生几何的.但 
巴比伦人并无这种需要却也在几何上作出同样多的贡献.埃及人 
有计算矩形、三角形和梯形面积的死方法.就计算三角形面积而 
论，他们虽用一数乘以另一数的一半来做，但我们不能肯定这方法 
是否正确，因从题中所用的字语不能肯定相乘的两个长度代表底 
和高还是只代表两条边.又由于图是画得那么不清，使人不能砣 
定究竟所求的是哪块面积或哪块体积.他们对圆面积的计算好得 
惊人，用的公式是义 = 0 rf /9) 2 , 其中 rf 是直径.这就等于取为 
S .1605. .… 
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略举一例便可说明埃及人的面积公式多么“准确”.在埃特阜 
( Edfu ) —个庙宇的墙上刻有一个捐献给庙宇的田地表.这些田 
地一般有四边，今将其记之为 a , 6, c , d , 其中 a 与6以及 C 与 d 是 

两批相对的边.铭文给出的这些田地的面积是 
但有些田地是三角形的,这时他们认为 d 就没有了,面积的算法变 
成即使对四边形来说，这种算法也只是粗略的近 
似. 

埃及人也有算立方体、箱体、柱体和其他图形体积的法则.有 
些法则是对的，有些只是近似.草片文书中给出的一个截锥水钟 
的体积，用我们的记号是 

这里 A 是髙， （2)+ d )/2 是平均周长.这个公式相当于取兀为 3. 

埃及几何里最了不起的一个法则是计箄截棱锥体的体积公 
式.锥体的底是正方形，这公式用现代的记号是 

V^(a a +ab+b a ), 

其中 A 是髙， a 和&是上下底的边.这公式之所以了不起，乃是因 
为它正确，而且表达的形式是对称的（当然不是用我们的记法). 
它只是用具体数字写出的.不过我们并不知道棱锥体的底是否确 
为正方形，因为草片文书中的图作得很马虎. 

我们也不知道埃及人是否认识到 Pythagoras 定理.我们 
知道他们有拉绳人(测量员)，但所传他们在绳上打结,把全长分成 
长度各为3比4比5的三段,然后用来形成直角三角形之说，则从 
未在任何文件上得到证实. 

他们的法则并不用记号 表示. 埃及人是用语文来表述数学问 
题的; 他们的解题步骤基本上同我们在套公式进行计算时的做法 
—样，例如,对于求截後锥体休积这样一个儿何间题，如果大体上 



4. 埃及人对数学的使用 


逐字逐句译出来 便是: “若有人告诉 你说： 有截棱锥，高为6,底为 
4,顶为 2. 你就要取这4的平方，得结果为 16. 你要把它加倍, 
得结果 8. 你要取2的平方，得 4. 你要把16、8和4加起来，得 
28. 你要取6的三分之一，得 2. 你要取28的两倍，得 56. 你看， 
它等于 56. 你可以知道它是对的 

埃及人究竟懂不懂证明，或者懂不懂他们的算法和公式需要 
有根据?有一种说法认为 Ahmes 草片文书是按教科书格式写给当 
时学生学习用的，因此虽然 Ahmes 在解一些类型的方程时没有叙 
述一般法则,但很可能他懂得这些法则，但想让学生自己去体会出 
这些法则，或者想让教师教给他们.按照这种观点， Ahmes 草片 
文书是颇为高深的算术课本.别的一些人又说这是一个学生的笔 
记本.不管怎样，几乎可以肯定地说，草片文书中所载的问题是当 
时的商业人员和行政管理人员应该解决的那类问题，而求解的方 
法则是从工作经验中得出的实用法则.谁也不会相信埃及人有一 
种依据可靠公理形成的演绎结构，来证明他们所用的法则是正确 
的. 


4. 埃及人对数学的使用 

埃及人用数学来管理国家和教会的事务，确定付给劳役者的 
报酬，求谷仓的容积和田地的面积，征收按土地面积估出的地税, 
从一种度量单位换算成另一种度量单位，计算修造房屋和防御工 
程所需的砖数.草片文书中还有一些问题，计算酿造一定量啤酒 
所需的谷物数量，以及用一种出酒率与他种谷物之比为已知的谷 
物酿出与他种谷物同样的酒所需的数景. 

同巴比伦人一样，埃及数学的一个主要的用途是天文, 这是从 
第一朝代就开始做的.尼罗河是埃及人的生命源泉，他们靠耕种 
尼罗河每年泛滥的淤土所覆盖的田地谋生.但他们也得准备好庳 
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付洪水的危害，他们得把家、农具和耕畜暂时迁至别处,.并做好安 
排,使洪水过后能立即播种.因此就得预报洪水到来的日期，这就 
要知道洪水到来前的天文现象. 

有了天文学才可能有历法.除了在商业上的需要之外，预报 
宗教节日也需要历法.他们认为，为要求得天神保佑，节日必须按 
时庆贺，同巴比伦人一样,历法是由教士来管的. 

埃及人靠观察天狼星算得太阳年的日子数.这颗星在夏季的 
某一天可在太阳快出来的时候在地平线上看到.在其后一些曰子 
里，在太阳升起以前可以在较长的时间里看到它.把在太阳快升 
起时能看到它的那第一天，叫做天狼星的先阳升日 （heliacalrising 
of SirtusX 两个先阳升日之间大约相隔3651 天; 因此埃及人(一 
煅认为是在公元前 4241 年)采用以 365 日为一年的民历.他们之 
所以集中观察天狼星，无疑是因为尼罗河水在那天开始上涨,而那 
天也就被选定为一年的第一天. 

他们把 365 天的一年分为 12 个月，每月 30 天，年末外加 5 
天.因埃及人没有在每四年内加插一天，他们的民历就要慢楫落 
后于季节.这种民历需要经 1460 年之后才能又符合 季节; 这段时 
期叫索特周期 (Sothic cycle ), 这是因为埃及人称天狼星为索特. 
但埃及人是否知道索特周期是有疑问的.他们的历法在公元前 
46 年为 JuliiisCaosar 所采用，但他采纳亚历山大城希腊人 Sosi ¬ 
genes 的建议，把一年改为 366 j 天. 埃及人虽在定出一年的天数 
和历法上作出了有价值的贡献，但这并不是由于他们的天文学髙 
明，实际上他们的天文学是粗浅的，并且远不如巴比伦人的天文 
学. 

埃及人把他们的天文知识和几何知识结合起来用于建造他们 
的神庙，使一年里某几天的阳光能以特定方式照射到庙宇里.例 
如他们把某些庙宇修得这样，使一年中白昼最长的那天，阳光能直 
接进入庙宇，照亮祭坛上的神像.巴比伦人租希腊人，也在某种 
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程度上按这种方式确定庙宇的方向和位置.金字塔的方位也朝向 
天上特定的方向，而斯芬克斯（即狮面人身像——译者）的面则是 
朝东的.虽则这些工程的修建细节对我们无关宏旨，但值得指出 
的是，金字塔代表埃及人对几何的另一种用法.金字塔是帝王的 
陵墓； 因埃及人相信灵魂不灭，所以他们相信合适修造陵墓对死者 
的阴间生活大有影响.事实上，每个金字塔里都专设一间房，供帝 
王和王后死后居住.他们竭力使金字塔的底有正确的 形状； 底和 
高的尺寸之比也是意义非常重大的.但我们不应把有关工程的复 
杂性或想法的深奥性过分强调.埃及人的数学是简单粗浅的，并 
不象过去经常有人宣称的那样包含着深刻的原理. 


5.总 结 

我们来回顾一下希腊人出场之前的数学状况.在巴比伦和埃 
及文明中，我们发现有整数和分数的算术，包括进位制记数法，有 
初步的代数，和几何上的一些经验公式.几乎还没有成套的记号， 
几乎没有有意识的抽象思维，没有搞出一般的方法论，没有证明甚 
或直观推理的想法，使人能深信他们所作的运算步骒或所用的公 
式是正确的.实际上，他们没有想到需要任何理论科学. 

除了巴比伦人偶然得出的少数结果外，在这两个文明里，数学 
并不成其为独立的一门学科，也未曾为数学本身进行过研究.它 
只是一种工具，形式上是些无联系的简单法则，用于解决人们日常 
生活中所碰到的问题.他们肯定没有在数学上做出什么能改变或 
影晌生活方式的大事.虽然巴比伦数学比埃及数学髙明些，但我 
们对两者至多只能说他们表现出一些活力，虽还谈不上什么严密 
性;他们的毅力超过他们的才力. 

凡作评价总得有个标准.把这两种文明同其后的希腊文明相 
比可能并不公允，然而却很自然.按这标准说，埃及人和巴比伧人 
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好比粗陋的木匠，而希腊人则是大建筑师.我们确实看到有些书 
上把巴比伦人和埃及人的成就说得更好些甚至加以赞扬.不过那 
是某些专家们所做的事情，他们也许无意中对其兴趣所专注的领 
域作了过分热情的传颂. 
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獻猶私 ^装_ 3 

古典希腊数学的产生 


所以说数学就是这样一种东 西：她 ftS 你有无形的灵魂， 
她赋予她所发现的真理以生命；她唤起心神，澄净智*;她 
给我们的内心思想添辉；她洚尽我们有生以来的 f 昧与无 

知. 


1.背 景 

希腊人在文明史上首屈一指，在数学史 t . 至高无上.他们虽 
也取用了周围其他文明世界的一些东西，但希腊人创造了他们自 
己的文明和文化，这是一切文明中最宏伟的，是对现代西方文化的 
发展影响最大的，是对今日数学的奠基有决定作用的.文明史上 
的重大问题之一,是探讨何以古代希腊人有这样的才气和创造性. 

虽然我们对希腊早期历史的知识，会因考古研究工作的进展 
而必须加以纠正和补充，但是根据11 0 1^1：的《伊里亚特和 
«奥特赛 KOrfyssey ), 根据对古代语文和古籍的阐释以及古物考察 
的结果，我们有理由相信希腊文明可追溯到公元前2800年.古代 
希腊人定居在小亚细亚(这可能是他们的老家)，欧洲大陆上如今 
希腊所在地区，以及意大利南部，西西里 ( Sioily ), 克里特 ( Cr ^ te ), 
罗德斯 ( Rhodes ) 产第罗斯 ( Delos ) 和北非.在公元前775年左右， 
希腊人把他们用过的各种象形文字书写系统改换成腓尼菡人的拼 
音字母(这些也为希伯来人所采用）.采用了拼音字母之后，希腊 
人变得更通文达理，更有能力来记载他们的历史和思想了. 

f 腊人定居创业之后，便游访埃及、巴比伦，并与之声易往来 T 
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古典希腊著述中有许多地方提及埃及人的学问，他们错误地认为 
埃及人是科学(特别是测量、天文学和算术)的创始者.许多希腊 
人到埃及去游历和 学习. 又有一些人卿去巴比伦，到那里去学习 
数学和科学. : 

小亚细亚爱奥尼亚 ( Ionia ) 地区的一个城市米利都 （ Milofcus ) 
是希腊哲学、数学和科学的诞生地.那里几乎肯定受到了埃及和巴 
比伦的影响.米利都是滨临地中海的一个富庶商业大城.来自希 
腊本土、腓尼基和埃及的船舶都驶进它的 準口； 往东有队商大道与 
巴比伦相通.公元前640年左右，爱奥尼亚地区落入波斯人之手， 
但仍允许米利都保持一些独立性.在公元前494年爱奥尼亚人反 
抗波斯的起义被镇压后，爱奥尼亚的重要地位就此衰落.当希腊 
人在公元前479年击败波斯后，爱奥尼亚又成为希腊领土，但此沿 
文化活动地区便移到希腊本土，而雅典则为其活动中心. 

古代希腊文明虽然一直延续到公元600年，但从数学史的观 
点讲，需要把它分为两段 时期： 一段是从公元前600年直到300年 
，的古典时期；一段是从公元前300年到公元600年的亚0山大里 
亚时期(或称希腊时期).由于采用了拼音文字(前面已经提过)并 
由于公元前七世纪时希腊人已经有了草片当纸张用，这可能说明 
何以公元前(?00年左右的文化活动繁荣起来.有了这种书写纸， 
无疑能帮助思想的传播. 


2. 史料的来源 

说来 t 怪，我们对希腊致学史知识的来源，反而没有象早得多 
的巴比伦数学史料和埃及数学史料那样确凿可靠，因为现在已经 
没有重要的希腊数学家的原文手稿.其原因之一是草片易于损 
毀.埃及人虽然也用草片，但幸而他们的一些数学文件确实保留 
了下来.还有希腊人的大图书馆后来毁于兵燹，否则也许令日还 
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能看到卷帙浩繁的希腊著述中的一些材料. 

今日希腊数学著作的主要来源是拜占庭的希腊文手抄本，这 
是在希腊原著写成后500年到1500年之间录写的. 这些 抄本并 
不是逐字不变的原著抄录本而是评述本，因此我们不能确定编述 
者作了些什么修改.我们还有希腊著作的阿拉伯文译本和转译自 
阿拉伯文的拉丁文译本.这里我们又不知道译者可能作了什么修 
改，也不知道译者对原著了解到什么程度.而且甚至阿拉伯人和 
拜占庭编述者所用的希腊文件本身也是有疑问的.例如，我们虽 
无亚历山大里亚希腊人 Heron 的手稿,但我们知道他对 Euclid 的 
«原本作了若干改动.他作出了不同的证明，添补了 
一些定理的新例子和逆定理.同样，亚历山大里亚的 Theon . (四世 
纪末)告诉我们，他在自己的编述本中改动了《原本》中的若干部 
分.我们今日看到的拉丁文（原著为‘希腊文’，可能系作者笔 
误译者)和阿拉伯文译本可能是根据原著的这种修改本译出 
的.不过我们确实能看到用这种形式保存下来的希腊学者们的著 
作，如 Euclid, Apollonius, Archimedes, Ptolemy, Diophantus 和 
其他希腊学者的著作.许多写于古典希腊时代和亚历山大里亚时 
代的希腊著作并没有流传下来，因为郧使在希腊时代，他们的作品 
已被上述这些学者的著作所取代. 

希腊人写了一些数学史和科学史. Aristotle 学派中的一员 
Eudemus (公元前四世纪）写过一本算术史，一本几何史，一本天 
文史.但除了后世作者引述过的片段材料外，这些史书都失传了. 
几何学史叙述了 Euclid 以前的几何学状况，如杲还在，那将是无 
价之宝： Aristotle 的另一个学生 Theophrastus (公元前372左右 
到287左右）写了一本物理学史，但这书（除了片断的材料外)也失 
传了. 

除上述材料之外，我们有两批评述木. Pappus (公元三世纪 
末)写过《数学汇编 》 (Synagoge 或者 Mathematical Collection ) ,它 
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的几乎全部的内容流传在十二世纪的抄本中.这书介绍了希腊古 
典时期和亚历山大里亚时期的许多数学著作，从 Euclid 一直到 
Ptolemy. Pappus 自己又补充了一些引理和定理，帮助读者理解. 
Pappus 又写了一本书叫《分析集锦》(3^0*«^ of Analysis), 那是 
希腊著作本身的汇编本.这书已失传.但 Pappus 在他那《数学 
汇编》的第七篇里告诉我们《集锦》中有哪些内容. 

第二位重要的评述者是 Proclus (公元410 〜 486), 他是个多 
产的作家.他的材料取自希腊数学家的原著和他以前的评述本. 
保留下来的他的一些作品中，最有价值的是《评述 
^),内容是介绍 Kudid « 原本》的第一篇.看来 Proclus 是打算 
讨论《原本》中更多内容的，但没有材料可以证明他确实这样做 
了.《评述 》 中有一段文字是后人引用的三段文字中的一段.这三段 
文字相传认为是 Eudemiis «几何史 》 (History of Geometry , 参看 
第10节）中的话，但可能引自较晚的修订本.这特别提及的一段引 
文是三段引文中最长的，后人称之为 Eudemus 总结.： Proclus 也 
提到 Pappus 书中的一些内容，所以除了一些希腊经典著作本身的 
后世版本和译本外， Pappus 的《数学汇编》和 Proclus 的《评述》也 
是我们研究希腊数学史的两大史料. 

关于原著的文字(但非手稿)，我们如今只知道 SimpliciiM (公 
元六世纪前半叶）引自 Kudemus 那本失传的《几何史》 {Hutory 
of 中的片断文字，那是有关 Hippocrates 月牙形的一些 

话.此外还有 Archytas 关于倍立方体问题的片断文字.至于原 
著手稿，至今还有希腊亚历山大里亚时代撰写的一些草片本材料. 
同希腊数学有关的史料也是大有价值的.例如希腊哲学家特别是 
Plato 和 Aristotle 关于数学发表过许多意见，而他们的许多著作 
也颇象数学著作似地保留了下来. 

要把希腊数学史从上述这些史料中重新整理出来，这是一项 
浩繁而复杂的工作.尽管学者进行了广泛的工作，我们的知识还 
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有欠缺之处,有些结论也有争议.不过基本亊实是清楚的. 


3. 古典时期的几大学派， 

古典时期数学成就的精华是 Euclid 的《原本》和 Apollonins 
的《圆锥曲 Sedims ). 为领略这些著作，须对当时数学 
的本质所产生的巨大变革以及希腊人所面临的和所解决的问题有 
所了解.此外，从这些精心撰述的著作中，我们看不出前此三百年 
间数学上、的创造性工作，或此后数学史上关系重大的一些问题. 

古典希腊数学是在先后相继的几个中心地点发展起来的，每 
处都在前人工作的基础！ t 进行添筑.在每个中心地点，总有无正 
式组织的成群学者在一两个伟大学者领导下开展活动.这类组织 
在现代也是习见的，它之所以存在也是可以理解的.今日，当一位 
大学者住在某一处——通常是个大学——时，其他学者就接踵而 
去，向大师学习. 

第一个学派是爱奥尼亚学派，是米利都地方的 Thales (公元 
前 640 左右到 546 左右)创立的.我们并不知道 Thales 授徒讲业的 
全部情况，但肯定知道哲学家 Anaximander (约公元前 610 〜 547) 
和 Anaximenes (约公元前 660 -v480) 是他的学生， Anaxagoras 
(约公元前 500 〜 428) 是属于这学派的， Pythagoras (约公元前 
586 〜 500) 据信也是跟 Thales 学过数学的.其后 Pythagoras 在 
意大利南部形成他自己的学派.在公元前六世纪末之际，爱奧尼 
亚地区 科罗丰 (Colophon) 城的 Xenophanes 迁居到西西里，在那 
里建立一个中心，属于这学派中的人有哲学家 Pamienides (公元 
前五世纪)和 Zeno (公元前五世纪).这两人住在^大利南部厄 
里亚 (Elea), 学派也随之迁到那里，因此这鮮牵者就叫厄里亚学 
派.自公元前五世纪下半叶起进行学术活动的巧辩学派 (Sophists) 
则主要集中在雅典.最出名的学派是 Plato 在雅典的学院派 
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(Academy), Aristotle 就是那里的一个学生.学院派在希腊思想 
史上有无与伦比的重要性.它的学生和学友是当时最大的哲学 
家、数学家和天文学家;甚至在数学方面的领导地位转移到亚历山 
大里亚之后，这一学派仍在哲学上保持其领先的地位. Etidoiois 的 
数学知识主要是从西西里太兰吐姆 （ Tarentum) 地方的 Archytas 
学来的，之后他在小亚细亚北部的城市息稷卡斯 (Cyzicos) 成立了 
他自己的学派. Aristotle 离开 Plato 的学院之后在雅典成立另 
一学派一 〃吕园 学派 ( L yceum ). 吕园学派通常称为漫步学派 
(Peripatetic school). 并不是古典时期的所有大数学家必定都属 
于某一学派,不过为叙述连贯起见，我们有时把某人的著作同某一 
学派结合起来讨论，虽然那人同该学派的联系并不密切. 


4. 谖奥尼亚学派 

这学派的领袖和创立人是 Thales. 关于此人的生平和学术工 
作虽然没有确切可靠的材料，但他可能就是生长和工作于米利都 
的人.他游迹甚广，曾一度住在埃及进行商务活动，并据说学了不 
少埃及的数学.传说 Thales 还是一个精明的商人.在一次油橄 
榄大丰收的季节，他垄断了米利都和开奥斯 (Chios) 两地的所有油 
坊之后以高价出租.据说 Thales 预报了公元前 585 年的- •次日 
蚀：但因当时夫文知识没有那么高明,所以有人否认此说. 

据传他曾用一根已知长度的杆子，通过同时测量竿影和金字 
塔影之长，求出了金字塔的高度.据信他利用关于相似三角形的 
这一类知识计算过船舶到海岸的距离.后人也把数学之成为抽象 
理论和有些定理的演绎证明归功于他，但这两项功劳是否属实是 
可疑的.后人也把磁铁和静电吸引力的发现归功于他. 

就对于数学本身的贡献来说，爱奥尼亚学派只值得稍加提及， 
不过它在哲.学特别是自然哲学方面的重要性是无与伦比的(见第 
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7 章第 2 节).在波斯人征服这地区之后，爱奥尼亚学派的重要地 
位就下落了. 


S. Pythagoras 派 

Pythagoras 据信是曾就学于 Thales 的.他继而拾起学术事 
业的火炬，在意大利南部的希腊居留地克洛吞 （ Croton ) 成立了 
他自己的学派. Pythagoras 派学者没有书面著作，我们是通过 
他人如 P]ato 和 Herodotus 的著作知悉他们的.特别是我们对 
Pythagoras 及其门徒的生平不清楚，也不能肯定一些发现该归 
功于 Pythagoras 本人还是应归功于他的门人.因此，在谈到 
Pythagoras 的工作时，实际是指这批学者在公元前 585 年 （所传 
Pythagoras 出生之年)到公元前 400 年左右这一段时间里所做的 
工作. Philolaus (公元前五世纪）和 Arohytas (公元前 428-347 
年)是这个学派中的杰出成员. 

Pythagoras 生于靠近小亚细亚海岸的萨摩岛 (Samos). 他在 
米利都 Thales 那里学了一段时期之后就到别处游历，其中有埃及 
和巴比伦，并可能在那里学到一些数学和神秘主义的教条.然后 
他卜居于克洛吞.在那里他成立了一个宗教、科学和哲学性质的 
帮会.这是个正式的学派组织，会员人数是限定的，并由领导人传 
授知识，会员对学派中所传授的知识要保密，不过有些史学家否定 
数学和物理知识保密的说法.据信 Pythagoras 派的人参与政治 
活动； 他们同贵族党派结盟，因而被民主党派赶走. Pythagoras 逃 
奔到邻近的米太旁登 (Metapontum), 公元前 497 年被害于该处. 
他的门人散居到希腊其他学术中心，继续传授他的教导. 

希腊人对数学看法本身的一个重大贡献是有意识地承认并强 
调: 数学上的东西如数和图形是思维的抽象，同实际事物或实际形 
象是截然不同的.有些原始文明社会(埃及和巴比伦人肯定如此） 
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诚然也知道把数脱离实物来思考，但他们对这种思考的抽象性质 
究竟自觉认识到何种程度是颇成问题的.而且在希腊人之前的所 
有文明中，几何思想肯定是离不开实物的.例如，埃及人的直线就 
无非是拉紧的绳或田地的一边，而矩形则是田地的边界. 

数学研究抽象概念，这种认识肯定要归功于 Pythagoras 学 
派.不过在他们开始进行工作时情况可能并不如此. Aristotle 曾 
说， Pythagoras 学派把数看作是真实物质对象的终极组成部分 
数不能离开感觉到的对象而独立存在.早期 Pythagoras 学派说 
到一切对象由（整)数组成，或者说到数乃宇宙的要素时，他们所要 
说的意思就是字面上的意思，因他们心目中的数就如同我们心目 
中的原子一样.也有人相信，公元前六世纪和五世纪的 Pythagoras 
学派实际上并不把数和几何上的点区分开来.因此他们从几何角 
度把一个数看作是扩大了的一个点或很小的一个球.但据 Proolus 
的记载， Evidemus 说 Pythagoras 认识到较高（比之于埃及人和巴 
比伦人）的原理，并且纯凭心智来考虑抽象问题. Eudemus 还说 
Pythagoras 创立了纯数学，把它变成一门高尚的艺术. 

Pythagoras 学派常把数描绘成沙滩上的点子或小石子.他们 
按点子或小石子所能排列而成的形状来把数进行分类.例如，1, 
S ， 6和10这些数叫三角形数，因为相应的点子能排列成正三角形 
(图 3.1). 第四个三角形数10特别使 Pythagoras f 派神往，因 
为这是他们所珍爱的数，并且这三角彤的毎边有4点，而4又是另 
一个得宠的数.他们认识到1, 1+2, 1+2+3等等这些和数都是 
三角形数，并且知道1+2 +… + w «2)( m + l ). 


图 


(1) «形而上卷 I , 9 Sfla 及 986 a 21, Loel ) 经典图书版. 
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1，4, 9, 16,…这些数他们称之为正方形数，因为用点表示时 
可把它们排成正方形（图 3.2). 复合数(非质数)中凡不恰好是正 
方形数的，则叫做长方形数. 



图 3.2 

把代表数的点子排成几何图形后，整数的一些性质就变得很 
明显.例如在图 3.2 的第三个图形中画了一道斜杠之后，便可看 
出相继两个三角形数之和是个正方形数.这个关系是普遍成立 
的，因若用现代记法，我们可以看出 

音 (w+1) +-~' 1 ~-(«+2) = (w+l) a . 

至于说 Pythagoras 学派能够证明这个一般结论，那却是成问题 
的. 

Pythagoras 派再用图 3 .3 所示的方案从一个正方形数得出 
下一个正方形数.图中折线右方和下方的那些点所形成的数，他 
们称作一个 gnomon. 他们从这图里所看出的事实，若用记号表 
示出来就是 n 2 4-(2n+l)=(»+l) 2 . 其次，若从 1 起加上 gnomon 
3, 再加上 gnomon 5 等等，其结果用我们的记号来表示便是 
l+3+5+… + (2^^—l) = n 3 . 

“gnomon” 这个字在巴比伦人的原意可能是指日规上的直杆， 
用它的阴影来指示时刻.在: Pythagoras 时代 gnomon 指木匠用 



图 3.3 图 3.4 有阴影的那块面积称为 gnomon 
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的方尺，它的形状就象图 3.3 中的 gnomon 那样.它还表示从正 
方形的一角割掉一个小正方形后所余的图形.以后， Euclid 又把 
gnomon 表示从平行四边形一角割掉一个较小的相似平行四边形 
后所余的图形(图 3.4). 

Pythagoras 派还搞多角数，如五边形数，六边形数和其他多边 
形数.图 3.5 中的每个点代表数 1. 从这图可看出第一个五边形 
散是1;次一个(其各点排成一个苴角形的儐点)是&第三个数是 
1+4+7即 12 等等.第 n 个五边形数 ，用 我们的记号是 (3/— «)/2. 
同样有六边形数 （囝3.6)1，6, 15, 28, …而一般是 2 w 2 — n . 



若一数等于它的所有丙数(能除尽该数的数，包括1,但不包 
括该数本身）之和，他们称之为完全数，如6, 28和496便是完全 
数.数本身大于其因数之和的叫盈数，小于其因数之和的则叫亏 
数.若有两数彼此等于另一数的因子之和，他们称这两数是亲和 
数，例如284与220便是亲和数. 

Pythagoras 派搞出了一个法则，能求出可排成直角三角形三 
边的三元数组.从这一法则说明他们知道 Pythagoras 定理，关于 
这定理以后还要细讲.他们发现，若饥是奇数，则饥，0 2 -1)/2 
及 ( m 2 + l )/2 便是这样的三元数组.不过这法则只给出一部分的 
这种三元数组.如今我们把能形成直角三角形三条边的三个整数 
所构成的任何集合统统称为 Pythagoras 三元数组. 

Pythagoras 派研究了质数,递进数列，以及他们认为美的一些 




5. Pythagoras 派 


比和比例关系.例如，若 p 和《是两数，它们的算术平均值4是 
( p + gW 2 , 几何平均值 (？ 是 v /元, 而调邾平均值丑，即 l / p 和1/ ? 
的算术平均值取倒数，是 2 pq /( p + g ). 何我们可看出6?是4 和丑 
的几何平均值.义 / G = G 7 丑这个比例便叫完全比例，而 P :( P +《)/2 
这个比例他们称之为音乐比例. 

Pythagoras 派所说的数仅指整数.和现代人不一样，他们不 
把两个整数之比看成是一个分数从而是另一类数.实际的分数是 
用于商业上的，以表示钱币或度量单位的若干部分,但算术在商业 
上的这类应用是属于正统希腊数学范围之外的.因此当 Pythago¬ 
ras 派发现有些比——例如等腰直角三角形斜边与一直角边之比 
或正方形对角线与其一边之比——不能用整数之比表达时，他们 
就感到惊奇不安.由于 Pythagoras 派关心能形成直角三角形三 
边的三元整数组，他们很可能是在搞这项工作时发现这些新比的. 
他们把那些能用整数之比表达的比称做可公度比，意即相比两量 
可用公共度量单位量尽，而把不能这样表达的比称做不可公度比. 
例如我们今日写成#/2的比便是不可公度比.不可公度量之 
比希腊人称做 a \ oyo ^( algos , 意即‘不能表达’ ）. 他们也用 appryco^i 
( arratos , 没有比）这个词来表达.后人把不可公度比的发现归功 
于米太旁登 (Metapontum) 的 Hippasus (公元前五世纪）.相传当 
时 Pythagoras 派的人正在海上，就因这一发现而把 Hippasus 投 
到海里，因为他在宇宙间搞出这样一个东西否定了 Pythagoras 派 
的 信条: 宇宙间的一切现象都能归结为整数或整数之比. 

x / Y 与1不能公度的证明是 Pythagoras 派给出的.据 
Aristotle 说，他们用的是归谬法——即间接证法.这个证明指出， 
若设斜边能与一直角边公度，则同一个数将又是奇数又是偶数. 
证明过程 如下： 设等腰直角三角形斜边与一直角边之比为并 
设这个比已表达成最小整数之比.于是根据 Pythagoras 定理得 
a 2 = 2^ 由于 a 2 为偶数， ot 必然也是偶数，因任一奇数的平方鈴 
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是奇数 (2> .但比《: 泠是 既约的，因此 / S 必然是奇数.《既是偶数， 
故可设于是 《2=4 r 2 »2#. 因此这样 yS 2 是个 
偶数.于是/3也是偶数.但月同时又是奇数，这就=生了矛盾. 

这个证明当然和现今对为无理数的证明相1^，它原来是 
包括在 Etwlick 原本》的早期版本中的，作为第十篇的命题117.不 
过 Enolid 原书中很可能是没有的，所以现代版本已经把它删去. 

现代数学中用无理数来表示不可公度比.但 Pythagoras 派 
不愿意接受这样的数.巴比伦人是运用这种数的，用时取它们的 
近似值，但他们可能不知道他们的六十进制近似分数是决不能确 
切等于这种数的.埃及人也没有认识到无理数有不同的性质. 
Pythagoras 派则至少认识到不可公度比与可公度比的性质完全 
不同. 

这发现提出了希腊数学里的一个中心问题.在这之前： Pytha¬ 
goras 派是把数与几何等同起来的.但不可公度比的存在打破了 
这种等同的看法.他们并不因此不再在几何里考察所有种类的长 
度、面积和比，但对于数的比则只限于考察可公度比.关于不可公 
度比以及一切量的比例，它们的理论是 Eudoxus 提出的，这人的 
工作我们不久就要讲到. 

有些几何结果也算是归功于 Pythagoras 派的.最出名的是 
Pythagoras 定理本身，这是 Euclid 几何的一个关键定理.人们认 
为我们所学的关于三角形、平行线、多边形、圆、球和正多面体的一 
些定理也是 Pythagoras 派发现的.特别是他们知道三角形三角 
之和是 180°. 关于相似形的一套有限的理论，以及平面可为等边 
三角形、正方形和正六边形所填满这一事实，都属于 Pythagoras 
派的研究结果. 

Pythagoras 派开头研究的一类问题叫面积应用问题.其中最 
简单的一个问题是求作一多边形使其面积与一已给多边形相等而 


(2) 任一奇整数可表为 2 n + l . 于是 (2 n + l )*=» W +4 n + l , 这必然是奇数， 
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形状与另一已给多边形相似.另一个是求作一特定图形，使其面 
积超过或小于另一图形的面积，其差为一给定的数值.面积应用 
问题的最重要形 式是： 在一已知线段的一部分或其延长线上作一 
平行四边形，使其与一给定直线图形等面积，并使其小于(在第一 
种情况下)或超过（在第二种情况下)整个线段上的平形四边形的 
部分，与一已给的平行四边形相似.我们在研究 Euclid 著作时将 
要讨论面积应用问题. 

希腊人对数学的最重大贡献是坚持一切数学结果必须根据明 
白规定的公理用演绎法推出.这就要问 Pythagoras 派是否证明 
了他们的几何结果.对此我们不能给出明确的回答，不过在 
Pythagoras 派数学的早期或中期，说已要求根据任何一种公理系 
统(明确规定的或蕴含的）来作演绎证明，这种说法是非常值得怀 
疑的. Proclus 确实说过他们证明了三角形内角之和的 定理; 但这 
证明可能是晚期 Pythagoras 派学者作出的.至于他们是否证明 
了 Pythagoras 定理这一问题，曾有许多人探讨过，而答案则是他们 
可能并未证明.如果用相似三角形,这是相当容易证明的，但 
Pythagoras 派并没有完整的相似形理论 . Euclid «原本》第一篇 
第47命題给出的证明（见第4章第4节)是难的,因它并未应用相 
似形理论，而 Proolus 是把这一证明归功于 Euclid 本人的.关于 
Pythagoras 派几何里有没有证明这一问题，最合理的结论 是：在 
该学派存在的大部分时间里，他们是根据一些特例来肯定所得的 
结果的.不过到了学派晚期即公元前400年左右，由于其他方面 
的发展，证明在数学中所处的地位改变了;所以学派晚期的成员可 
能作出了合法的证明. 


6. 厄里亚学派 

Pythagoras 派发现不可公度比这一事突出了使所有希腊数 
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学家迫切要想解决的一个 难点： 离散与连续的关系.整数代表离 
散的对象，可公度比代表两批离散对象间的关系，或代表有公共度 
量单位的两个长度间的关系，因这时每个长度都可看成度量单位 
的离散集合.不过，长度一般说并非度量单位的离散 集合; 这就是 
出现不可公度长度之比的原因.换言之，长度、面积、体积、时间和 
其他一些量是连续量.例如，我们说一根线段用某一单位来量可 
以有无理的或有理的长度.但希腊人没有获得这种观点. 

Zeno 把离散与连续的关系问题惹人注意地摆了出来. Zeno 
住在意大利南部厄里亚城，出生于公元前495到480年之间.他 
与其说是数学家莫如说是哲学家.他同他的老师 Parmenides - 
样，据说原来也是 Pythagoras 派学者.他提出一些谇论，其中四 
个是关于运动的.他提出这些饽论的目的何在并不清楚，因为如 
今对希腊哲学史还知道得不够. ： Parmenides 曾争论说运动或变 
动是不可能的，而据说 Zeno 为之辩护. Zeno 攻击过 Pythagoras 
派，因他们相信几何上的点是有大小但不能分的单元.我们不确 
切知道 Zeno 所说的话，只能依靠 Aristotle 的引述，而 Aristotle 
引他的话则是为了要批评他.此外我们还依据六世纪 Simplicius 
的引述，但他的话又是根据 Aristotle 的著作而来的. 

关于运动的四个谇论是各不相关的，但四者总的用意可能是 
为提出同一个重要的论点.当时人们对空间和时间有两种对立的 
看法: 一种认为空间和时间充限可分，那样的话运动是连续而又平 
顺的；另一种认为空间和时间是由不可分的小段组成的（象放映电 
影时那样)，那样的话运动将是一连串的小跳动. Zeno 的争论是 
针对这两种理论的，他那关于运动的头两个谇论是反对第一种学 
说的，而后两个饽论则是反对第二种学说的.这两对谇论中，每一 
对的头一个谇论考察单独一个物体的运动，其第二个则考察若干 
物体的相对运动. 

- Aristotle 在他的《物理中陈璋了第-•个濘论，叫齡 
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两分法饽论 （ Dichotomy ), 其说 如下： “第一个谇论说运动不存 
在，理由是运动中的物体在到达目的地 ,,, , 

前必须到达半路上的点这话的意思是 ^ 13 c 5 

说为通过图 3 .7),必须先到达 C , ® 3 7 

为到达 C 必先到达 A 等等.换言之，若设空间无限可分，从而 
有限长度含无限多的点，这就不可能在有限时间内通过有限长 
度. 

Ari 9 totle 在驳斥 Zeno 时，说关于一个事物的无限性有两种 
意 义：无 限可分或无限宽广.在有限时间内可以接触从可分意义 
上是无限的东西，因为从这意义上讲时间也是无 限的; 所以在有限 
时间内可以通过有限的长度.另外有人把 Zeno 的谇论理解为：要 
通过有限长度就必须通过无穷多的点，这鸪意味着必须到达没有 
终点的某种东西的终点. 

第二个谇论叫 AohiUes (希腊的神行太保——译者)和乌龟赛 
跑.据 Aristotle 所述： “它说动得最慢的东西不能被动得最快的 
东西赶上，因为追赶者首先必须到达被追者出发之点，因而行动较 
慢的被追者必定总是跑在前头.这论点同两分法饽论中的一样， 
所不同者是不必再把所需通过的距离一再平分/’之后 Aristotle 
说，如果动得较慢的对象通过一段有限的距离，则根据他答复第一 
个谇论所述的那个理由，它是可以被追上的. 

后两饽讨论是针对“影片式运动”而言的.第三个关于箭的谇 
论照 Aristotle 所述是这 样的: “他 [ Zeno ] 讲的第三个谇论是说飞 
矢不动.他是在假定了时间由瞬刻组成之后得出这结论来的..如 
果没有这假定也就不会有这结论.”据 Aristotle Zeno 的意思 
是箭在运动的任一瞬刻必在一确定位置因而是静止的.所以箭就 
不能处于运动状态. Aristotle 说如果我们不承认时间具有不可分 
的单元，这谇论就站不住脚了. 

隼四个谇论叫操场或游行队伍谇论，用 Aristotle 的话来说‘焉 
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这 样的: “第四个饽论是关于一组物体沿跑道挨着另一组个数相同 
的物体彼此相向移动，一组是从末端出发而另一组是从中间开始 
移动，两者移动速度 一样； 他: Zeno] 就作出结论说由此可知一半 
的时间等于双倍的时间.错误在于假定了以相同速度移动的两物 
体，其一通过一个移动物体，而另一通过一个等长的静止物体，所 
需时间相等，而这个假定是错的 

我们可把 Zeno 第四谇论中可能的要点陈述如下:设有木 
三队兵(图 3.8), 并设在最小的时间单位内， B 往左移动一位而 C 
则往右移动一位.于是相对于 B 而言 C 就移动了两位.因此必 
有一个使 C 向 B 的右方移动一位所需的较小时间单位，否则半个 
时间单位将等于一个时间单位. 


图 3.8 

可能 Zeno 只是想指出速度是相对的. C 相对于5的速度并 
非 C 相对于4的速度.或者他的意思是说没有什么绝对空间可 
作为规定速度的依据. Aristotle 说 Zeno 的谬误在于假定以相同 
速度移动的两物体在通过一移动物体与通过一固定物体之际需要 
同样时间. Zeno 的论点和 Aristotle 的批驳都说得不清楚.但 
若把这谇论看作是为攻击时间和空间具有不可分的最小段落之 
说而作的（因 Zeno 当时在攻击此说)，那末他的论点就有了意 
义 . 

我们可把色雷斯地区阿布特拉 (Abdera in Thrace) 的 Demo- 
crttus (约公元前460〜 370) 也归入厄里亚学派.据说他很聪明，研 
究许多学问，其中包括天文.由于 Demooritus 原属 Leucippus 
派而后者为 Zeno 的学生，故他所考察的许多数学问题必定是为 
Ano 的思想所启发的.他写出关于几何，关于数，关于痒续的葺 
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线和立体的书.他的几何著作很可能是 Euclid «原本》问世以前 
的重要著作. 

Archimedes 说 Democritus 发现 
圆锥和棱锥的体积等于同底同高的圆 
柱和棱柱体积的三分之一，但证明是 
由 Kudoxus 作出的. Demooritus 把 
圆锥看作是一系列不可分的薄层迭成 
的(图3.9)，但若设各层相等则得圆 
柱，而若设各层不等則圆锥面不能光滑，因而这使他感到苦恼. 


7.巧辩学派 

自公元前479年波斯人在迈开里 ( Mycale ) 地方最后战畋之 
后，雅典便成为希腊城邦联盟中的主要城市和商业中心.从事贸 
易所得的财富使雅典成为当时最富庶的城市，他们的出名领袖 
Pericles 就利用这财富来修建和美化这一城市.爱奥尼亚派的， 
Pythagoras 派的，以及其他的学者都被吸引到雅典来.这里人们 
的重点就放在抽象推理方面，并以使理性统治遍及整个自然界和 
人类作为其宗旨. 

在雅典的第一个学派巧辩派 ( Schist ) 中包括各方面的学者 
大师，如文法、修辞、辩证法、演讲术、人伦，.以及对本书有关的儿 
何、天文和哲学方面的学者.他们研究的主要目标之一是用数学 
来了解宇宙是怎样运转着的. 

有好些数学结果是为解决三个著名的作图问题而得出的副产 
品.这三个作 是: 作一正方形使其与给定的圆等 面积； 给定立 
方体的一边，求作另一立方体之边，使后者体积两倍亍前者体积 •, 
以及用尺规三等分任意角. 

这些著名作图题的起因有各种说法.例如关于倍立方问题起 
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因，在 Eratosthenes (约公元前284〜 192) 的一本书中的一种说 
法是： 第罗斯 ( Delos ) 地方的人遭瘟疫求教于巫神，巫神告他们应 
把现有立方祭坛加倍.第罗斯人知道把祭坛一边加倍是不能把体 
积加倍的，就去找 Rato 解决. Plato 吿诉他们说巫神之意并不在 
于要双倍大的祭坛，而只是为借此谴责希腊人不重视数学并对几 
何不够尊崇.传记家 Plutarch 也记载了这一故事. 

实际上这些作图题是希腊人在解出了一些作图题之后的引 
伸.因任意角可二等分，自然就想搞三等分.因以正方形对角线 
为一边的正方形有两倍于前者的面积，就理所当然地提出相应的 
立方体问题.化函为方问题是希腊人求作一定形状的图形使之与 
给定图形等面积这类问题中的典型问题.此外还有求作正七边形 
或更多边数的正多边形问题就不那么出名了.但这也是在作出正 
方形、正五边形、正六边形之后引伸出来的问题. 

作图之限于用 尺规〜 一事也有各种解释.希腊人认为直线和 
圆是基本图形，而直尺和圆规是其具体化.所以用这两种工具比 
较好.有一种理由是说反对用其他机械工具，因其过于依 
赖感觉境界而不甚依赖思想境界，而 Plato 认为后者是第一性的. 
但很可能在公元前五世纪时对这种限制不甚严格.不过我们以后 
可以看到作图题在希腊几何中起重要作用，而 Euclid 公理确实限 
制只许用尺规作图.自他以后这一限制就严格要求了.例如 
Pappus 说若图形能用尺规作出，那么用其他方法来解就不可取. 

最早试®解这三大名题的是爱奥尼亚派学者 Anaxagoras , 据 
说他在牢房里还搞化圆为方问题，但他的结果如何不得而知.搞 
得最出名的是厄里城 ( Elis , 希腊伯罗奔尼撒 ( Pelopoi ^ esus ) 的城 
市）的 Hippias . 此人是巧辩学派的头面人物，‘生于公元前460年 
左有 ，是 Socrates 的同时代人. 

” “尺规”两字是按习慣说法译的，这里的“尺”实际应 是“直 边”，应理解为没有刻 
度 的尺*~~ 1 译者注 
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Hippias 在设法三等分一角时发明了一种新曲线叫割圆曲线， 
只可惜这曲线本身也是不能用尺规作出的.割圆曲线是这样形成 
的:设^?(图 3.10) 顺时针方向以勻速绕2转到 AD 的位置.同 
时让平行于其自身以匀速下移到 AD . 设转到 7 UX 时 
移到 令 E ' 为 AD 1 与孜 C ' 的交点. 则此 W 便是割四 
曲线 M 役上的一个典型点. （？ 是割圆曲线的终点 <3> . 



图 3.10 


割圆曲线在笛卡儿直角坐标系中的方程可如下 得出： 设 
转到总共需要时间2 1 ，令22/到达 27) 所需的那部分时间是 
t / T . 因与 B ' C ' 都是勻速运动的，故在移过中的 
，丑这一段路时所需的那部分时间也是</2\所以 


< f > 

^72 


E'H 

~ BA ~' 


若以 y 记足丑，以 a 记 A 4, 则有 


⑴ 


(fj _ v 
or/'l ~ u 



( S ) 点(?不能直接根据曲线的定义求得,因邪与60 在同- •顷刻到达抑处，故 
旋转线和水平线在那里没有交点 . 不过只要把 GSiV : 於岡说线上较早形成的 
—些点的极哏就能定出 (?. 用撖积分法可得 JG ^ 2a /^, 此处 a ^ AB , 



但若 . 』丑 n . 则. 
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<^ = arctg ^-. 

于是 

—arctg 

% X 

或 

㈣ 熗著. 

这曲线若能作出， 

就可三等分任一锐角. 令命是 这个角.把 

y 三等分使 过炉作 B " G " 令其交割圆曲线于 
作」 i . 于是便有今 UZ )=<^/3, 因根据得出 （1) 的那些理由可知 


今 LAD — U'H 
jf /2 a 

或 

■^LAB _ y/Z 
tv/2 a 

但据 (1) 有 

♦ ~3 L 

jt /2 a f 

故 

禪 Z )= 令. 


由作图题而引出的另一著名发现是开奥斯的 Hippocrates (IV. 
元前五世纪)得出的.此人是他那个世纪中最出名的数学家，但读 
者不要把他和希腊医学祖师可斯 (Cos) 地方的 Hippocrates 混为一 
谈.数学家 Hippocrates 于该世纪下半叶谋生于雅典，他不属巧 
辩派，但很可能厲 Pythagoras 派.据说定理按其证明所需依据来 
排先后次序（这是大家在学习 Euclid 著作时所熟悉的做法）是他 
最早想出来的.最早把间接证法引用到数学里的据说也是他.他 
所著的几何书叫《几何原本》 ( 万 & 胃初 s) 已经失传 . 

Hippocrates 当然没有解决化圆为方问题，但确实解决了一个 
有关的问题.设是一等腰直角三角形 （图 3.11 )，并没它内 
接于中心为 0 的半圆.设 AE’B 是以为直径的半圆.则有 
半圆 ABC 的面积_ AC 2 _ 2 
半圆 ABB 的 面轵— 



夂巧辩字漩 



因此的面积等于半圆 AEB 的面积.现在把两者的公共面 
积 ADB 去掉，则知月牙形（阴影部分)的面积等于三角形 ZOB 的 
面积.这样，一个以曲线弧为边的月牙形面积等于一个直边图形 
的 面积； 或者说把曲边图形化成了直边图形.这个结果叫做求积 
(quadrature); 就是说曲边图形的面积求出来了，因为得出了与它 
等面积的直边形，而直边形的面积是能计算的. 

Hippocrates 在这个证明里应用了圆面积之比等于其直径平 
方之比这一事实.但 Hippocrates 是否确实能证明这一事实则令 
人怀疑，因为它的证明需要用到后日由 Eudoxus 所发明的穷竭 
法. 

Hippocrates 还搞出了另外三个月牙形的等积直边形.关于 
月牙形的这项工作我们是从 Simplicius 的著作中得知的，这也是 
古典希腊数学出现在希腊人原著中的唯一的较大片断. 

Hippocrates 又指出倍立方问题可化为在一线段与另一双倍 
长的线段之间求两个比例中项的 问题. 用我们的代数记法来写， 
令 ® 与2/是这样两个量，使得 

a _x 一 y 
x y 2a’ 

则 <^*== 03 /, 2/ 2 = 2 gcc . 

因 2/^^ Va ， 故自第二式得 


a 3 = 2o 3 . 
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$便是所要求的解答，但不能用尺规作出.当然 Hippocrates 必定 
是从几何上来进行推理的，这种推理方式我们在考察 Apollonius 
的《圆锥曲线》时可以看得比较清楚. 

还有一个很重要的想法是巧辩派学者 Antiphon (公元前五世 
纪）和 Bryson (约公元前450年)搞出来的. Antiphon 在搞化圆 
为方问题时想起用边数不断増加的内接多边形来接近圆面积. 
Bryson 则又用外切多边形来丰富这一思想. Antiphon 进一步提出 
把圆看作是无穷多钨的正多边形.以后可以看到（第4章第9节） 
Eudoxus 在穷竭法里是怎样采纳了这些想法的. 


8. Plato 学派 

继巧辩学派之后领导数学活动的是 Plato 派.这派学者的先 
驱者是北非施勒尼 ( Gyrene ) 地方的 Theodorus (生于公元前470 
左右)和意大利南部太兰吐姆 （ Tarentmn ) 的 Archytas (公元前 
428〜347年).他们是 Pythagoras 派学者，并 ji 都教过 Plato . 他 
们的教导可能使整个 Plato 学派受到 Pythagoras 派的强烈影响. 

Theodorus 因证明我们今日记为 n /"5, VT , Vl 7 
的这些比同 1 没有公度一事而闻名. Archytas 引入把曲线作为动 
点的轨迹，把曲面作为是由曲线移动而产生的看法.他还从求出 
两已给量之间的两个比例中项来解决倍立方问题.这两个比例中 
项他是用几何方法在求出三个曲面交点之后作出的.这三个曲面 
是： 圆绕其一切线旋转而生成的曲面，一个锥面，一个柱面.这种 
作法很麻烦，不值得在这里占篇幅. Archytas 还写了关于数学力 
学的书，设计过机器，研究过声学，对音阶作出过创造并制订出一 
些理论. 

Plato 学派的领袖是 Plato , 成员有 Meimephmus (公元前四世 
纪)，他的兄弟 Dinostoitus (公元前四世纪)，以及 Theaetetus (公 



元前约 415 〜 369 年).其他许多成员我们只知道名字. 

Wato ( 公元前427 ~347)出生于名门,早年就有政治抱负.但 
Soorateg 的命运使他深信有良心的人不能搞政治.他游历过埃及 
并在意大利南部交游于 Pythagoras 派学者之间. Pythagoras 派 
对他的影响可能是通过这些接触得来的.公元前387年左右他在 
雅典成立学院，它在好多方面象现代的大学.学院有场地、房屋、 
学生，并有 Plato 及其助手讲授的正式课程.在古希腊时期，数学 
和哲学是学院里所喜爱的学科.数学的主要活动中心虽在公元前 
300年左右移到亚历山大里亚,但在整个亚历山大里亚时代学院 
派仍旧领导哲学界.学院维持了九百年之久，直到 525) 年因它传 
授“异端邪说”被信奉基督 k 的罗马王 Justmian 査封. 

P 】 ato 是他那时代最有学问的人，但他不是数 学家； 不过他热 
心这门科学，并深信其对哲学和了解宇宙的重要作用，这就鼓励了 
数学家 们钻研 数学.值得指出的是,公秀前四世纪时儿乎所有重 
要的 数学工 作都是 Plato 的朋友和学生搞的. Plato 本人则似乎 
更关心把 e 有的数学知识加以改进并使之堯美. 

虽然我们也许不能确定，在； Plato 之前数学概念的抽象化究 
竟搞到什么程度，但 Plato 和他的后继者无疑是把数学概念看作 
抽象物的. Plato 说数同几何概念不含物质性，因而和具体事物不 
相同.数学概念不依赖于痉验而自有其实在性.它们只能为人所 
发现，并非为人所发明或塑造.抽象事物同物质对象之间的这种 
区分可能得自 Socrates . 

我们引录 Plato« 共和国呼和)中的一段话，由此可以说 
明当时对数学概念的看法. Socrates 对 Glauoon 辑； 

整个算术和计算郝要用到数 4 

是的 .. 

因此这就是我们所追求 ~ 的那种学问，它有衷重用途 
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——军事上的和哲学 上的； 因为打仗的人必须学习数的.技 
巧，否则他就不知道如何布置他的部队,哲学家也要学，因 
为他必须跳出茫如大海的万变现象而抓住真正的实质， 
所以他必须是个算术家…….因此这是可以在立法上适当 
规定的那种 学问； 而我们必须竭力奉劝我国未来的主人 
翁学习算术，不是象业余爱好者那样来学，而必须学到他 
们喰有靠心智才能认识数的性质那种 程度； 也不象商人 
和小販那样，仅是为着做买卖去学，而是为了它在军寧上 
的应用，为了灵魂本身去学的；而且又因为这是使灵魂从 
暂存过渡到真理和永存的捷径 : …“ . 我所说的意思是算 
术有很伟大和崇高的作用，它使灵魂用抽象的数来进 
行推理，而厌弃在辩论中引入可见和可捉摸的对象 …… (4) . 

另一段引文 ( s > 是讨论几何概念的. Plato 说:“你是否也知道， 
他们虽继续利用可见的形象并拿来进行推理，但他们想的并不是 
这些东西，而是类 似乎这 些东西的理想形象…••~但他们力求看到 
事物本身，而这只有用心灵之目才能着到 

从这些引述显然可知 Plato 以及他所代表发言的其他希腊人 
重视袖象观念,_并要把数学思想当作进入哲学的阶梯.数学家所 
处理的抽象观念跟其他的抽象观念，比如善良和公正，•是同一类 
的，而了解这两者乃是 Plato 哲学的目标.数学是认识理想世界 
的准备工具. 

为什么希腊人爱好并强调数学的抽象概念呢？我 fh 不能回答 
这个问题，但应指出早期希腊数学家是哲学家，而哲学家普遍地对 
希腊数学的发展有着决定性的影响.哲学家喜欢搞观念，并在许 
多领域里显出他们偏于搞抽象的典型作风.希腊哲学家对于真 

⑷ B. Jowett «Plato 的对话 3 >第 VII 篇 ，525 节， Clarendon Press 版， 1953, 共 
2卷01文为卷2,疑误） .• 

(5) 《共 和国嗉 VI 篇， 510节•‘ 







8. Plato 学浓 


si i 


理、善良、慈爱和智慧就是这样来思考的.他们设想理想的社会和 
完善的国家.晚期 Pythagoras 派学者和 Plato 派学者把观念世界 
和实物世界严格区别开来.物质世界中的关系是会变的，因而并 
不代表终极真理；但理想世界中的关系是不变的，因而是绝对真 
理;而绝对真理才是哲学家应该关必的. 

Plato 这人特别相信唯有具体对象的完美理想才是实在.唯 
有理想世界以及理想间的关系才是永恒的，不受时代影响的，不朽 
的，而且是普遍的.物理世界是理想世界的不完善的体现，因而它 
是会枯朽的，所以只有理想世界才值 得去行 研究.只有在纯理性 
的形式上，才能获得绝对正确的知识.关于物理世界我们只能有 
人们的种种意见；因而物理科学陷落在感觉世界的糟粕之中了. 

Plato 学派是否对数学的演绎结构作出过贡献，我们不能肯 
定.他们关心证明，关心推理过程的方法论， Proelus 和 Diogenes 
Laertius (三世纪）把两类方法论归功于 Plato 学派.第一类是分 
析方法，。用这方法时，我们把待证的事项作为已知，然后由此推导 
出一些结论，直到得出一个已知的真理或得到矛盾.若得出矛盾， 
则待证的结论谬误.若得出一个已知真理，则（如若可能)便把推 
理步骤倒过来，于是就作出证明.第二类是归谬法或间接法.第 
一类方法对 Hato 来说也许并不新鲜，但可能他要强调其后有加以 
综合的必要.至于间接法，如前所说，则有人归功于 Hippocrates . 

演绎结构在 Plato 心目中的地位如何,最好用《共和国_中的 
一段话 来坤以 说明.他说 

你们知道几何 、算 术和有关科学的学生，在他们的各科分 
支里，假定奇数和偶数、图形以及三种类型的角等等是已 
知的； 这些是他们的假设，是大家认为他们以及所有人都 
知道的事，因而认为是无需向他们自己或向别人再作任 


⑹第VI篇，510节. 
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何交 伐的； 但他们是从这些事实出发的，并以前后一贯的 
方式往下推，直到得出结.论. 

如果这段话确实道出了当时数学的状况，那末他们肯定是作证明 
的，不过公理基础却不是明显的，或者可能随不同的数学家而稍有 
不同. ' 

Plato 确乎肯定知识有加以演绎整理的需要.科学的任务是 
发现(理想）自然界的结构，并把它在演绎系统里表述出来 . Plato 
是第一个把严密推理法则加以系统化的人，而大家认为他的门人 
按逻辑次序整理了定理. 我们还 知道 Plato 的学院里曾提出过这 
样的疑问，即根据已知的事实和问題中给定的假设，所给问題究竟 
是否可解.不管 Plato 派有否根据明确的公理真正用演绎法整理 
过数学,有一点是无容置疑的，即至少从 Plato 时代起，数学上要求 
根据一些公认的原理作出演绎证明.由于坚持要有这种形式的证 
明，希腊人得以把前此几千年来数学里的所有法则、步骤和事实全 
部抛弃. 

为什么希腊人坚持要作演绎证明呢?既然归纳、观察和实验一 
直是获得知识的重要来源，并且被各门科学用得很多很好，那为什 
么希腊人喜欢在数学里用演绎推理而排斥其他一切方法呢？我们 
知道希腊人(人们称之为有哲学思想 的几何 学家)喜欢搞推理和设 
想，这从他们对哲学、逻辑和理论科学所作出的巨大贡献可以得到 
证明.另外，哲学家是关心于获得真理的，而归纳、实验以及根据 
经验作出的一般结论只能给出可能正确的知识广而演绎法在前提 
正确的条件下则给出绝对肯定的结果.在古希腊社会中，数学是 
哲学家所追求的真理总体的一部分，因而认为必须是演绎性的. 

希腊人喜欢演绎法如另一个原因可能是由于古希腊时期享受 
教育的阶级轻视实际事务.雅典虽是商业中心，但操商业和医药 
之类行业的是奴隶阶级. Plato 坚决主张自由民搞买卖应看作是 



犯罪而要受到惩罚， Aristotle 也说在完善的国家里公民（相对于 
奴隶而言)不应该搞任何机械行业，对于这种社会里的思想家来 
说，实验和观察就成为陌生的事.因此科学或数学上的结果都不 
会从这种来源得出. 

顺便提起一点，有证据可以说明公元前六世纪和五世纪时希 
腊人对工作、贸易和机械技巧的看法与此不同，并且他们曾把数学 
应用于实际技术. Thales 曾用他的数学知识来改进航海技术.公 
元前六世纪时的希腊统治者 Solon 给予各种匠人以荣誉并宠崇发 
明者. Sophia 这个希腊字通常用来表示明智和抽象思维，而在当 
时的意思却是专业技能.据 Proclus 说，把“数学变成自由学科” 
(即是说，教给自由民的学问而不是传给奴隶的技巧）的正是 
Pythagoras 派人. 

Plutarch 在所写 Mareellus 的传记里具体说出了人们对机械 
1具这类东西的态度是怎样改 变的： 

Eudoxus 和 Archyias 是这一闻名的、高度受人珍视 
的机械技能的首创人.他们用机械工具来巧妙地说明几 
何其理，并从实验上以此来证实那些用图形和言语证起 
来过于复杂的结论，使人看了一目了然便能信服.例如，给 
定两线求其两个比例中线的问题是许多作图题里常要碰 
到的，这两位数学家在解决这问题时都借助于仪器，使其 
适用于他们所需要的某些曲线和线段.但由于 Plato 对此 
表示愤慨，并由于他对此大加谴责，说它只不过是搞坏和 
消灭了几何学的一个优点，使其如此可耻，不顾纯理智 
的抽象对象，而回复到感性，并求助(这种帮^非得卑躬屈 
膝丧尽尊严才能获得）于物质.由于这种谴责，就产生了 
这样的情况，使机械学（力学）和数学分了家，并由于它被 
哲学家所蔑弃和忽视，它就只在军事技术上占有地位了， 
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这就可以说明为什么古希腊时代的实验科学和机械科学发展得那 
么差劲. 

不管历史研究的结果有没有把希腊人何以偏爱演绎推理的有 
关因素一个个找出来，我们肯定知道他们最早坚持数学里必须用 
演绎推理作为求证的唯一方法.自此以后这便成为数学所特有的 
要求，并使数学区别于所有别的知识领域或研究领域.不过后代 
数学家对这一原则忠实恪守到什么程度，还有待于此后的考察. 

就数学内容而论， Plato 和他的学派改进了定义，并据说也证 
明了平面几何中的新定理.此外，他们推动了对立体几何的研究. 
Plato 在《共和国》的第七篇528节中说，由于天文学是同运动着的 
立体打交道的，故在研究天文学以前需要懂得这种立体的科学.但 
是(他说)这种科学被人忽视了.他抱怨国家没有支持研究立体图 
形的人. Plato 和他的同事着手研究立体几何,并据说证明了新的 
定理.他们研究了棱柱、棱锥、圆柱和圆锥；而且他们知道正多面 
体最多只有五种. Pythagoras 派无疑知道，他们可以用4, 8, 20 
个等边三角形做出其中的三种正多面体，用六个正方形做成立方 
体，并用12个正五角形做成正12面体，但关于正多面体不能多于 
五种这一事实，则可能是由 Theaetetus 所证明的. 

Hato 派的最重要发现是圆锥曲线.亚历山大里亚时代的 Era ¬ 
tosthenes 把这个发现归功于 Menaeohmus . 此人是几何学家兼天 
文学家，他是 Eudoxus 的学生,但系 Plato 学院中的一员.我们虽 
不能肯定发现圆锥曲线的起因，但一般相信这是由于搞那几个著 
名作图題而引起的.前面已经讲过开奥斯的 Hippocrates 解决了 
倍立方问题，其法是求出这样的 a 和％ 使 
a ： x=x ： y=y:2a. 

但这些方程无异于 

x 3 = ay , y 2 =2 ax , xy = 2 a 3 . 

所以从坐标几何可知 ® 和2/就是两抛物线的交点或一抛物线和一 



9. Eudoxiis 学派 


双曲线的交点的坐标. Menaechmus 研究了这问题，并看出两种 
纯粹用几何方法的解法.根据数学史家 Otto Neugebauer (1899-) 
的意见，圆锥曲线可能是在制作日规的工作过程中搞出来的. 

Menaeohrnus 是这样引入圆锥曲线的：他利用三种圆锥（图 
3.12)： 直角的、锐角的和钝角的圆锥，再用垂 k 于锥面一母线的平 
面来 割每个 锥面.当时他们只知道双曲线的一 个支. 



图 3.12 


Plato 学派的其他数学研究工作中还包括 Theaetetus 对不可 
公度量的研究.在这之前，施勒尼的 Theodorus 已证明(用我们的 
记法和语言) x/f, V6, VT 和其他一些平方根是无理数. 
Theaetetus 考察了其他一些而且属于更髙类型的无理数并将其分 
类.以后在研究 Euclid « 原本》第十篇时，我们将指出这些类型. 
我们从 Theaetetua 的这一工作中看出数系是怎样推广到更多的 
无理数的，但他所研究的那些不可公度比只是在几何的想法中产 
生的，而且是能用几何方法作为长度画出的.另一 Plato 派学者 
Dinostratus 指出怎样用 Hippias 的割圆曲线来化圆为方.据 
Pappus 说，老 Aristaeus (约公元前320年）写过一本包含五篇的 
书，叫《圆锥曲线述要 of Come Sections ), 


9. Eudoxus 学派 

Eudoxus 是古希腊时代最大的数学家，并且在整个古代仅次 
于 Archimedes . Eratosthenes 说他是“神明似的”人.他在公元前 
408年左右生于小亚细亚的奈达斯 ( Cnidos ), 曾在太兰吐姆求学于 
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Arbhytas , 去埃及游历过，在那里学了些天文知识，然后在小亚细 
亚北部的息稷卡斯 ( Cyzicas ) 成立了一个学派.公元前368年左右 
他和他的门徒加入 P]ato 派.几年之后他回到奈达斯并于公元前 
355年左右死于该地.他是一位天文学家，医生，几何学家，立法 
家和地理学家.他最出名的工作是创立了天体运动的第一个天文 
学说(见第7章). 

他在数学上的第一个大贡献是关于比例的一个新理论.越来 
越多无理数(不可公度比)的发现迫使希腊人不得不研究这些数. 
它们确实是数吗?它们出现于几何论证过程中，而整数和整数之比 
则既出现于几何也出现于一般的数量研究中.此外，用于可公度 
的长度、面积和体积的几何证明，怎样才能推广用之于不可公度的 
这些量呢？ 

Eudoxus 引入了变量(或简称为量)这个概念(第4章第5节). 
它不是数，而是代表诸如线段、角、面积、体积、时间这些能够(用我 
们的语言来说)连续变动的东西.量跟数不同，数是从一个眺到另 
一个，例如从4跳到 5. 对于量是不指定数值的.然后 Eudoxus 
定义两个量之比并定义比例（即两个比相等的关系)，把可公度比 
与不可公度比都包括在内.但他仍不用数表达这种比.比和比例 
的概念是同几何学分不开的，这在我们研究 Euclid 书中第五篇时 
可以看出来. 

Eudoxus 所做的这项工作是为了避免把无理数当作数.实际 
上，他连线段长度、角的大小以及其他的量和量的比，都避免给予 
数值. Kudoxus 的这个理论诚然给不可公度比提供了逻辑依据， 
从而使希腊数学家大大推进了几何学，但也产生了一些不幸的后 

这种后果之一是它硬把数同几何截然分开，因为只有几何能 
处理不可公度比.它也把数学家赶到几何学家的队伍里去，因为 
在此后两千年间几何学变成几乎是全部严密数学的基础.我们如 



: Eudoxus 学派 


今仍把读作$平方,把^读作 * 立方，而不把它们读作 ® 二次 
或怎三次，因为对希腊人来说，#和 ® 3 这些量只有几何意义. 

Eudoxus 处理不可公度长或无理数问题的办法实际上把以前 
希腊数学的重点颠倒了过来.早期 Pythagoras 派肯定是重视数， 
把它当作基本概念的，并且 Eudoxus 的老师太兰吐姆的 Arohytas 
也曾说过只有算术 —— 而不是几何——能提供满意的证明•然 
而，古希腊数学家虽把几何搞得能够处理无理数，却因此放弃了真 
正的代数和无理数.当二次方程的解确实是无理数时他们对于解 
二次方程的事怎么办呢?当矩形的两边不可公度时，他们对于求矩 
形面积这样一个简单问题又怎么办呢？回答是他们把大部分代数 
都化成了几何,其办法我们在下一章里就要考察.用几何来表示无 
理数和无理数的运算当然是不合实用的，把 VI 当作矩形面 
积来设想，这在逻辑上可能是足够令人满意的，但若为了想买地板 
漆布而需要知道乘积究竟等于多少，你就得不出结果. 

虽然希腊人把他们在数学上的最大气力化在几何方面，但我 
们必须记住整数和整数之比仍是他们认为可以接受的概念.在下 
一章中可以看到，数学的这个领域在 Euclid 书中第七、八、九篇里 
是用演绎法建立起来的.其内容基本上属于我们所说的数论（或 
整数性质论). 

问题又出 来了： 古希腊人在科学工作中以及在商业和其他实 
务中需要用到数的时候怎么办呢?我们以后能知道，古希暗时代的 
科学仅仅是定性的.至于数的实际应用，我们以前就说过，那个时 
期的知识分子只限于搞哲学和科学工作，不去搞商业和贸易;有教 
养的人不关心实际问题，他们可以在几何学里考察所有的矩形而 
不去关心哪怕是一个矩形的实际 大小. 他们就这样把数学思维同 
实际需要割裂开来，而且数学家也没有感到有去改进算术方法和 
代数方法的压力.只有当有文化的阶级与奴隶阶级之间的壁垒在 
亚历山大里亚时期(公元前300年到公元600年左右)被冲破而且 
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有教养的人心实际事务的时候，重点才转移到数量知识以及发 
展算术和代数方面. 

现在言归正传再来谈 Eudoxus 的贡献.希腊人确定曲边形 
面积和曲面体体积的得力方法——现今称作穷竭法的，也属于 
Eudoxus. 我们以后将考察这方法以及 Euclid 对^的用法.这确 
实是微积分的第一步，但并没有用明确的极限理论.举几个例说， 
Eudoxus 用这方法证明两圆面积之比等于其半径平方之比，两球 
体积之比等于其半径立方之比，棱锥体积是同底同高棱柱体积的 
三分之一，以及圆锥体积是其相应的圆柱体积的三分之一. 

从 Thales 起的每个学派，都曾被某个权威说成是用演绎法整 
理过数学的.但 Eudoxus 的工作建立了数学上以 明确公理为依 
据的演绎整理，这一点是无可怀疑的.对不可公度比进行了解和 
运算的需要，无疑是促使他做这步工作的原因.由于 Eudoxus 要 
着手给这些比提供逻辑依据，他很可能就此认识到有必要列出公 
理，并逐一推出结果，以保证在处理这些不熟悉而麻烦的量时不致 
出错.处理不可公度比的这一需要，无疑又增强了前此只凭演绎 
推理来作证明的决心. 

因希腊人要寻求真理并决心用演绎证明，就要找出一些其本 
身便是真理的公理.他们确乎找出了一些他们认为真实性是不言 
而喻的命题，但把公理接受下来作为无可置辩的真理一事，所根据 
的理由却因人而异.几乎所有希腊学者都相信心灵能够认识真理. 
Plato 有一种前世追忆说 (theory of anamnesis ), 认为灵魂在投生 
到世间以前能直接体验真理，他只要追忆这种体验就能认识到几 
何公理是包括在这些真理之内的.人世间的经验是不必要的.有 
些数学史家从 Plato 和 Proolus 所说的话里捉摸出这样一种意思， 
即公理带有一些随意性，只要在个别人的心眼里感到它是清楚而 
真实的就行.重要的事情是根据所选取的公理来按演绎法作推 
理. Aristotle 关于公理发表过许多意见，我们即将指出他的看法 
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lO . Aristotle 及其学派 

Aristotle ( 公元前384〜322年)生于马其顿的一个城市史太 
其拉 ( Stageira ). 他是 Plato 的学生和同事，相处二十年之久，并 
从公元前343到340年当 Alexander the Great 的老师.公元前 
335年他成立了自己的学派吕园学派.吕园里有个花园，一个课 
堂和一所艺神 ( Muses ) 的祭坛. 

Aristotle 的著作涉及到机械学(力学)，物理学，数学，逻辑， 
气象学，植物学，心理学，动物学，伦理学，文学，形而上学，经济学 
和其他许多领域.他没有专门写一本关于数学的书，但在许多地 
方讨论过数学，并用数学说明他的一些观点. 

他认为科学可分三 类:理 论性的，生产性的和实务性的.理论 
性科学是探求真理的，包括数学,物理学(光学和声学以及天文学） 
以及形而 上学; 其中数学是最精确的科学;生产性科学是各项工艺; 
而实务性科学，例如伦理学和政治学，则是为了摆正人的行为动作. 
在理论科学中，逻辑是其中各门科学的先行学科，而形而上学家则 
要讨论并解释数学家和自然哲学家(科学家)认为是不言而喻的东 
西,例如研究对象的存在性或真实性问题以及公理的本性问题. 

Aristotle 虽在发现新的数学结果上没有重要贡献 （ Euolid 书 
中有几个定理是属于他的)，但他对数学的本性及其与物理世界的 
关系所发表的看法却影响很大. Plato 相信有一个独立、永恒的观 
念世界，认为它就是宇宙的真实存在，而数学概念是这世界中的一 
部分东西； Aristotle 则不然，他把具体物质看成是更为可 取的. 
不过他也有重视观念之处,例如，他认为物理对象有其一些普遍性 
的本质，诸如硬、软、重 ，轻、 球状性、冷和暖.数及几何形状也是实 
物的属性；它们是通过抽象思维为人所认识的，但它们是从属于实 
物的.所以数学是搞抽象概念的，而抽象概念则来自实物的属性. 
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Aristotle 讨论定义.他对定义的想法是合乎现代精 神的； 他 
说定义只不过是给一批文字定个名.他又指出定义必须用先存在 
于所定义事项的某种东西来表述.因此他批评“点是没有部分的 
那种东西”这一定义，认为“那种东西”这几个字没有说出所指的究 
竟是什么，除非所指的可能就是“点”,因而这定义并不合适.他承 
认未经定义的名词是需要的，因为在一系列的定义里总得有个开 
头，但其后的数学家漠视这二需要,直到十九世纪之末. 

他又指出（据 Plutarch 说 Plato 较早指出过)一个定义只能 
告诉我们一件事物是什么，并不说明它一定存在.定义了的东西 
是杏存在有待于证明，除非是少数几个第一性的东西诸如点和直 
线，它们的存在是同公理(第一性原理)一起事先为人们所接受的. 
例如我们可以定义一个正方形，而这种图形可能不. 存在； 就是说， 
定义中所要求的诸属性可能无法并存. Leibniz 就举出过正十面 
体这样一个例子 i 我们可以定义这样一个图形，但它并不存在.如 
果有人并未意识到这图形不存在就着手去证明有关这图形的定 
理,那他得出的结果将是胡说一气. Aristotle 和 Euclid 所采取的 
用以证明存在性的方法是构造 ( construotion ). Euclid «原本》中 
头三个公理承认直线和圆的 构造； 所有其他数学概念则必须构造 
出来以证明其存在，例如角的三等分线虽可定义，但不能用直线和 
圆构造出来，所以在希腊几何学里不能加以考虑. 

Aristotle 也讨论数学的基本原理.他把公理和公设加以区 
别，认为公理是一切科学所公有的真理，而公设则只是为某一门科 
学所接受的第一性原理.他把逻辑原理(诸如矛盾律、排中律、等 
量加减等量后结果相等的公理以及其他这类原理）都列为公理. 
公设无需是不言自明的，但其是否属真应受所推出结果的检验. 
所列出的一批公理或公设，数目应该愈少_好，只要它们能用以证 
明所有结果.虽然 Euclid 也采用 Aristotle 之说，把公理和公设区 
别开来(从下章可知)，但直到十九世纪末期为止的所有数学家都 
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漠视这一区别，把公理和公设都当作是同样不言自明的 ..Aristotle 
认为公理是从观察实物(物理对象)得出的.它们是直接为人们所 
理解的一般性认识. Aristotle 和他的门人给出了许多定义 和/公 
理，或是改进了前 A 的这些东西. Aristotle 的有些定义和公理是 
被 Euclid 所采纳的. 

Aristotle 讨论了怎样能把点同线联系起来这个基本问题.他 
说点不可分，然而占有位置.但那样的话，尽管聚集起多少点来， 
还总是聚不成能分的东西，而线段则肯定是能分的量.因此点不能 
形成象线这类连续的东西，因为点与点不能自己.连续在一起.他 
说一点好比是时间中的“此刻”(现在).此刻不可分，因而并非时 
间的一部分.一点可能是一线的末端、开端或其上的分界处，但它 
不能是线的一部分，也不成其为量.一点只有通过运功才能产生 
—线从而成其为量的本原.他又论证说点没有长度，因此若一线 
由点组成，它将没有长度.同样，如果时间由瞬刻组成，那就没有 
整个的时段了.关于线所具有的连续性，他是这样定 义的: 如果一 
件东西的任何两个相继部分在其接触处的两个界限合而为一，这 
东西就是连续的.实际上 Aristotle 讲过许多次关于连续量的话， 
讲法都不一致.但他那个主张的实 质是: 点和数是离散量，必须同 
几何上柏连续量区别开来.在算术上没有连续集合(连续统).至 
于就两门学科的关系来说，他认为算术（即数论)是更准确的，因为 
数比几何概念更易于抽象化.他又认为算术要先行于几何，因为 
在考察三角形之前先需要有三这个数. 

在讨论到无穷(大)这个概念的问题时，他提出要把潜在的无 
穷(大)和真实的无穷(大)加以区别(这在今日有重要意义）.地球 
如果有个突然的开始,那末它的年龄是潜在无穷(大),但在任何一 
刻都不是真实无穷(大) . Aristotle 认为只存在潜在的无穷（大乂 
他承认正整数是潜在无穷的，.因给任何数加上1后总能得一新数， 
柯无穷集合这类集合是不存在的.其次，大多数的量甚至不能％ 
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潜在无穷的，因它们若不断增加，就会超出宇宙范围.但空间是潜 
在无穷的，因它能反复往下细分，而时间则在两个方向上都是潜在 
无穷的. 

Aristotle 的一个重大贡献是创立逻辑学.希腊人在搞出正确 
的数学推理规律时就已奠立了逻辑的基础，但要等到有 Aristotle 
这样的学者才能把这些规律典范化和系统化，使之形成一门独立 
学科.从 Aristotle 的著作中，可以十分清楚地看出，他是从数学 
得出逻辑来的.他的基本逻辑原理 一一 矛盾律，指出一个命題不 
能既是真的又是 假的； 排中律，它指出一个命题必然是真的或者是 
假的——就是数学里间接证法的核心. Aristotle 用当时课本中的 
数学例子来说明他的推理原则. Aristotle 的逻辑一直到十九世纪 
无人能挑也它的毛病. 

逻辑这门科学虽来自数学，但其后却被人们认为是独立于并 
且先行于数学的，而且能应用于一切推理过程.如前所述，甚至 
Aristotle 自己也认为逻辑先行于科学和哲学.在数学里他强调演 
绎证明，认为这是确定事实的唯一基础.就 Plato 而论，他相信数 
学真理早先存在于或独立于物质的世界，故认为推理不足以保证 
定理 正确； 他认为逻辑的作用是第二位的.逻辑无非是把我们已 
知其为真的命题明白说出来罢了. 

Aristotle 学派中有一人特别值得一提，这就是罗德斯 ( Rhodes ) 
的 Eudenms . 此人生活于公元前四世纪后期，是为 Proclus 和 
Simphchis 所引述过的那本书 (Eudemus 的总结)的作者.前面指 
出过， Eudomus 写过算术」几何及天文学方面的历史.他是有案 
可杳的第一位科学史家.但更重要的一点是，只有当二门科学在 
他那个时代的知识足够丰富广博时才值得为之写出历史. 

本书所要提到的古典时期那些人里的最后一人是匹坦尼 
( Pitaue ) 的 Autolycus , 他是个天文学家兼几何学家，生活于公元 
前310年前后.他不是 Plato 或 Aristotle 学派的人，虽然他曾教 



过 Plato 之后的一位学派领袖.他所写的三本书中，有两本流传 
到 今天； 这是保存完整的最早的希腊书，虽然流传下来的只是 
Autolyous 原书的抄写手稿.这两本书的书名叫《论运动的球》 
.(On the Moving ( Sphere ) 和《论升 和落 》 (Ow Risings and Settings ), 
其后被人编入 《 小天文 》(Little AzVrammy ) 文集中（以别于 H 后 
Ptolemy 的《大汇编: 》 S « Almages 1 i »). 《论运动的球》中研究了球 
面上的子午圈，一般的大圆，以及我们今日称之为纬度线的圆，并 
论述一远处光源照到一旋转球上（如同太阳照射地球那样)时的受 
光区域与黑暗区域.书中内容需要一些球面几何的定理，由此可 
以知道这些定理必是当时希腊人已经知道的. Autdycms 的第二 
本书谈恒星的升和落，是关于观测天文学方面的著作. 

«论运动的球》那本书的形式是很有意义的.图上的点是用字 
母来代表的.命题是按逻辑次序排列的.每个命题先作一般性的 
陈述，然后再重复，但重复陈述时明确参照附图;到最后给出证明. 
这是 Euclid 著述中所采用的风格. 
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Euclid 和 Apollonius 


这门科学的先®者本人的教导使我们懂得 ：在碰 n 要不要 
把椎理列入我们的几何豕理时，不要对那些仅仅是颇为可 
信的设想稍有頋惜， 


1.引 言 . 

古典时期学者们的数学工作的精华，幸运地在 Euclid 和 
Apolbnius 两个人的著作中流传到今天.从生活年代来说，两人 
都属于希腊历史上第二个大分期，即亚历山里亚时期. Euclid 
在公元前300年左右生活在亚历山大里 庳城并 在该处授徒，这一 
点是很肯定的,虽然他本人的教育可能得自 Plato 的学院.我们 
对 Euclid 个人的生平几乎就只知道这点情况，而且连这点情况也 
还是从 Proolus «评述》的一段文字中得来的. Apollonius 死于公 
元前190年，所以他也是生活在亚历山大里亚时代的人.但通常 
把 Euclid 的工作归到古典时期，因为他书里的内容是讲解古典时 
代所发展的数学. Euclid 的著作实际是古希腊时期一些个别发现 
的整理，这只要把他书里的内容和我们所知道的较早的数学工作 
比较一下就可以清楚.特别是《原本》—书，不仅是对这门学科 
作逻辑讲解的书，同样也是刚过去的那个时代的一本数学史. 
Apollonius 的工作一般归入亚历山大里亚时期，但其主要著作《圆 
锥曲线》的内容和精神是属于古典时期的.事实上， Apollo 讲喊承 
认在他那本有八篇的书中，前四篇只是 Euclid 所写关谣^线 
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的那本失传了的著作的修订本. Pappus 提到 Apollonius 曾在亚 
历山大里亚城同 Euclid 的门徒相处很久，这就立即可以说明他同 
Euclid 的学术关系.当我们懂得亚历山大里亚时期数学工作的特 
点之后，把 Apollonius 列为古典时期作者的理由就更加明显了. 


2. £1101记《原本》的背景 

Euclid 最出名的著作是《原本书中材料的主要来源一般都 
能査到，尽管我们对古典时期所知甚少.他的大部分材料无疑得 
自同他一起学习的 Plato 派.此外，据 Proolus m , Euclid 把 
Eudoxus 的许多定理收入《原本》中，完善了 Theaetetus 的定理，并 
对前人只有马虎证明的结果给予无懈可击的论证. 

对公理的特定的选择，把定理排列起来以及一些定理的证明. 
这些是属于他的，正如论之精彩和严密应归功无他一样.不过 
陈述证明的那种形式在 Autolycos 的著作里已可 看出， 并且相当 
肯定地已为 Euclid 以前的其他人所采用.尽管他从前人书里或从 
其他来源取用许多材料，但 Euolid 无疑是个大数学家.他的其他 
著作也可以证明这个判断不错，尽管有人疑问《原本》中究竟有多 
少材料是他所独创的. Proolus 明白说过希腊人对《原本》评价甚 
髙，并引述许多评语以作佐证.这些人中最重要的有 Heron (公元 
前约 100 年〜公元约 100 年), Po4)hyry (三世纪)和 Pappus 〈三世 
纪末).或许因 Euolid 的书写得那么好，所以它才取代了相传开 
奥斯的 Hippocrates 和 Plato 派学者 Leon 及 Theudius 所写的书. 

Euclid 本人写的手稿现已无存.所以他的著作只能参考其他 
作者的许多修订本、评注本和简评，重新整理出来. EiicHck 原本》 
的所有英文版和拉丁文版都来源于希腊人的手稿.这些来源是亚 
历山大里亚城的 Theon (四世纪末）对 Euclidk 原本》 的修订本， 
Theon 修订本的抄本, Theon 讲课的记录，以及 Franpois Peyrard 
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(1760-1822) 在梵蒂冈图书馆里发现的一本希腊手稿.这本十世 
纪的手稿是 Thecm 以前出版的一本 Euclid 著作的抄本.因此数 
学史家 J . L . Heiberg 和 Thomas L . Heath 在研究 Euclid 时主要 
利用这手稿，当然同时也跟现有的其他手稿和评注本加以比较. 
此外还有希暗著作的阿拉伯文译本以及阿拉伯文评注，这些可 
能是根据业已失传的希腊手稿译出的.这些书当然也用来决定 
Eudid « 原本》的确切内容但阿拉伯文译本和修订本总的说来不 
如希腊手稿.由于有这么多的材料来源，所以重新整理出来的东 
西自然留有一些存疑之处.瓦11011(1写《原本》 的目 的也成问题.有 
人说是写给数学家看的学术论著，有人说是写给学生用的 课本. 
Proclus 比较相信于后一种说法. 

由于这一著作较长且有其无与伦比的历史意义，我们要在本 
章里用几节篇輻来回顾和评述它的内容.因今日还在学 Euclid 
几何，所以我们看了《原本》的内容后可能会感到有点 奇怪. 本世 
纪广泛流传的中学课本里的写法是仿照 Legendre 对 Euclid 著作 
的改写本的. Legendre 所用的一些代数在《原本》里没有,不过相 
应的几何材料是 有的. 


3. 《原本》里的定义和公理 

«原本》 共含十 三篇. 有些版本里还附加两篇，但那肯定是后 
人写的.第一篇先给 出书中 第一部分所用概念的 定义. 我们只指 
出 其最重 要的;定义的编号按照 Heath 的版本 
定义 

1. 点是没有部分的那种东西. • 

2. 线是没有宽度的长度. 

线这个字指曲线. 

a) T.L. Heath ； «Euclid 原本十三篇 Dover (ft 印本)， 1956, 共兰卷 • 
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3. —线的两端是点. 

这定义明确指出一线或一曲线总是有限长度的.《原本;>里没 
有伸展到无穷远的一根曲线. 

4. 直线是同其中各点看齐的线. 

与定义3的精神一致， Euclid 的直线是我们所说的线段.这 
定义据信是从泥水匠的水准器或从一只眼睛沿着线往前看的结杲 
得到启发而作出的. . 

5. 面是只有长度和宽度的那种东西 .. 

6. 面的边缘是线. 

所以面也是有界的图形. , 

7. 平面是与其上直线看齐的那种面. 

15. 圆是包含在一(曲）线里的那种平面图形，.使从其内某一点连 
到该线的所有直线都彼此相等. 

16. 于是那个点便叫圆的中心(简称圆心）. 

17. 圆的一直径是通过圆心且两端终于圆周[没有明确定义]的任 
一直线，而且这样的直线也把圆平分. 

23. 平行直线是这样的一些直线，它们在同一平面内，而且往两个 
方向无限延长后在两个方向上都不会相交. 

开头几个定义是用未经定义的概念来讲的，因而不起什么逻 
辑作用. Euclid 可能没有认识到开头一些概念必然是未经定义 
的，因而就不自觉地用物理概念来解释它们.有些评注者说他认 
识到这些定义在逻辑上没有作用，但想解释一下他所用名词的直 
观意义，以使读者私信公理和公设是能应用到这些概念上去的. 

接着 Euclid 就列出五个公设和五个公理.他采纳 Aristotle 
对公设和公理的区别，即公理是适用于一切科学的真理，而公设则 
只应用于几何.前已指出， Aristotle 曾谥公设无需一望便知其为 
真，但应从其所把出的结果是否符合实际而检验其是否为真. 
Proolus 其至把全部数学都说成是假设性的；就是说，它只是推导 
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根据假定所必然得出的结论，而不管假定是否为真.很可能 Euclid 
接受 Aristotle 关于公设正确性的观点.然而在其后的数学史上 
(至少在出现非欧几何以前)，公设和公理都被人当作不成问题的 
真理加以接受. （ 

Euclid 举出如下的 公设： 

公设 

1. 从任一点到任一点作直线[是可能的 L 

2. 把有限直线不断循直线延长[是可能的]. 

3. 以任一点为中心和任一距离[为半径]作一圆[是可能的 L 

4. 所有直角彼此相等. 

6. 若一直线与两直线相交，且若同侧所交两内角之和小于两直 
角，则两直线无限延长后必相交于该侧的一点. 

公理 

1. 跟同一件东西相等的一些东西，它们彼此也是相等的. 

2. 等量加等量，总量仍相等. 

3. 等量减等量，余量仍相等. 

4. 彼此重合的东西是相等的. 

5. 整体大于部分. 

Euclid 并没有幼稚地假定所定义的概念存在或彼此相容•，正 
如 Aristotle 指出的，我们可以定义具有矛盾性质的某一东西.头 
三个公设说的是可以构作线和圆，所以它们是对两件东西存在性 
的声明，在第一篇里的讲述过程中， Euolid 通过构作证明了其他 
一些东西的存在，但乎面是例外. 

Euclid 事先假定公设1中的线是唯 一的； 这假定在第一篇的 
命题4中是隐含的.不过若能明确提出当然更好.同样 ， Kuclid 
在公设2中也假定延长线是唯一的 .. 他在第十篇命题1中明目张 
胆地用了这个唯一性，而实际在第一篇的一开头就已经不自觉地 
把它用上了 .. < 
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公设5是 Etidid 自己 搞的； 他能认识其需要，足以显出他的 
天才.许多希腊人反对这一公设，因它不那么一望而知，从而不象 
别的公设那样容易被人一下子接受.想用其他公理和公设来证明 
它的种种尝试(据 Proclus 说在 Euclid 时代 : 就已开始)，结果都归 
失败.这些努力的全部历史我们将在讨论非欧几何时加以叙述. 

至于公理，究竟哪些是 Eudid 原著中就有的呢？意见各有分 
吱.公理4是以重迭法作证明的依据，具有几何性质，本应列为公 
设. Euclid 在第一篇命题4和8里用了重迭法，但他显然对这方 
法不太 满意； 他很可以用这方法来证命题 26(0. s . a . *. a •及 
m =«. a . a .； 即角、边、角=角、边、角及边、角、角=边、角、角), 
但却用了较长的证明.也许他看前辈几何学家用了那个方法，又 
不知道怎样才能避开它.其后 Pappus 和别的人发现 Euclid 的一 
组公理不眵，又增加了几个公理， 


4. «原本》的第一篇到第四篇 

第一篇到第四篇讲直边形和圆的基本性质.第一篇的内容是 
关于全等形的一些熟知的定理，平行线， Pythagorw 定理，初等作 
图法，等价形(有等面积的图形)和平行四边形.所有图形都是直 
边的,就是说，都是由直线段组成的.特别值得指出的是以下几个 
定理(措辞不是逐字逐句译的)： 

命题 1. 在给定直线上作一等边三角形. 

证明是简单的. 以义 为中心(图 4.1) 以为半径作圆.以 
5为中心以凡4为半径作一圆.设0是一个交点. 便是所 

求的三角形. 

命题 2. 过一已知点(作为一个端点)作一直线(段)使之等于一已 
给直线(段) . 

也许你以为这只要用公设3就可以立即作出.但那样做就需 
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要圆规在取了给定一段长度后移到指定点处时，圆规两脚间的给 
定距离能保持不变.但 Euclid 假定用的是个不能固定两脚的圆 
规，所以给出了一个比较复杂的作法.当然，在以给定点为中心， 
以给定距离为半径画圆时（即只要圆规两脚尖都在纸面上时)> 
Euclid 假定圆规两脚是能固定的. 

命题 4. 若两个三角形的两边和‘夹角对应相等，它们就全等. 

证法是把一个三角形放到另一三角形上，指明它们必然重合. 
命题 5. 等腰三角形两底角相等. 

书中证法比目前许多初级课本中的要好，因后者在这一阶段 
就假定了角3存在角乎分线.但这个存在性的证明要依靠命题 
5. Euclid 把延长到 f ( 图 4.2 )， 把 2(7 延长到 (?, 使 
于是△乂因而 令义 C^=^cAB (?， 及令 3 

= 令 4. 现有故彳 5=^:6. 所以今 1=^2. 
Pappus 证这定理时是把所给三角形看作和 AvICjB . 然 
后应 用命题 4, 便知两底角相等. 

命题 16. 三角形一角的外角大于其他两角中的任一角. 

证明需要有一根能任意延长的直线（图4.3)，因这里需要把 
延长一 倍到夂 而这必需假定头一步能做到才行. 
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命题 20. 任何三角形的两边之和必大于第三边. 

这定理就如同我们在 Euclid 几何里碰到的“两点间最短距离 
为直线”这一事实一样. 

命题 27. 若一直线与两直线相交并使内错角相等，则该两直线平 

行. 

证法是利用关于三角形外角的定理用归谬法.这定理确证了 
过给定直线外一点至少可作一直线与之平行. 

命題 29. —直线与两平行线相交时内错角相等，同位角相等，且 
同傍内角之和等于两直角. . 

证明里先假定今1_今2(图 4.4). 设今2较大，两者都加上 
今 4. 则有今2+^4>今1+今4.这表明今1+彳4小于两直角. 
根据乎行线公设(在这里第一次用到)，与两给定直线就 
将相交，而题中则已假定它们平行. 

命题 44. 在给定直线上作一平行四边形，使其一角等于已给角， 
而其面积等于已知三角形. 

这命题(图 4.5) 说给定一三角形<7, 一角 2) 及一线段 AB . 
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要以 AS 为一边作平行四边形含一角 zi 并与 C 等面积. Euclid 
是用以上一些命题来证的，这里我们不讲了.应该指出的主要一 
点是： 这是包括在面积应用理论下的第一个问题，而 Kudemus 把 
那个理论（据 Proclus 书上所载）归功于 Pythagoras 派.在这题 
中，我们把一块面积(准确地)应用于 AB . 其次是，这是把一块面 
积变换为另一块的一个例子.其三是，在力为直角的特殊情形 
下，平行四边形必为矩形.那样便可把所给三角形和看成是 
给定的量了. 于 是矩形的另一边可看成是所给面积 O 和 AB 的 
商.这样_们就做出了几何上的 除法； 这定理是几何代数法的一 
例. 

命题 47. 直角三角形斜边上的正方形等于两直角边上的两个正 
方形之和. 

这当然就是 Pythagoras 定理.证明是用面积来婶的，象许多 
中学课本里一样.我们证出（图 4.6) AABD ^ AFBC } 矩形 JSi 
^'2 AABD f 正方形 = 于是矩形 £L = 正方形 GJ 5. 

同样有矩形 CX = 正方形 
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这定理又告诉我们怎样作出一正方形使其面积为所给两正方 
形之和，即求 a 使 ® 2 = a 2 +& 2 . 因此这是几何代数法的又一个例 
子. 

命题 48. 若三角形一边上的正方形等于其他两边上的正方形之 
和，则其他两边的夹角是直角. 

这命题是 Pylihagoras 定理的逆命题. Euclid 书中的证明 
(图 4.7) 是作垂直于且等 
于由题设得 

AB 2 + A 0 9 = BC \ ， 

两由直角三角形得 
AD^+AC^^DG 2 . 

因 AB = AD , 于是 5 C 2 = ZX 7 2 , 从 
而 BC = DC . 因此由 s . s . s . (三边相等)知两个三角形全等，所以 
角必为直角. 

第二篇中的突出内容是对于几何代数法的贡献.前已指出希 
腊人不承认存在无理数，所以不能从数量上处理所有长度、面积、 
角度和体积.这样他们就用线段来代替数.两数的乘积变成两边 
长等于两数的矩形的面积.三数的乘积是一体积.两数相加被他 
们翻译成把一线段延长到使所增长的部分等于另一线段，减法被 
说成是从一线段割去另一线段之长.两数相除则仅用两线之比一 
语来表明；这是同其后在第五第六篇里所引入的原则一致的. 

[两数]乘积（一块面积）被第三数除是这样 做的： 以第三数 
(长)为边作一矩形，使其面积等于所给乘积.矩形的另一边当然 
就是商.作图时用面积应用理论，这是在第一篇的命题44里已经 
触及到了的.两个乘积的加减是两个矩形的加减.矩形的和与差 
则以面积应用法化成单独一个矩形.在这种几何代数法里，乘积 
开平方就是作一正方形与给定矩形等 面积； 这在命题14中作出 
(见下 )• 
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第二篇的头十个命题从几何上处理了下述等价代数问题.其 
中有些用我们的记 法是： 

(1) a(J+c+rfH — )=oft+ffC+ac?H —; 

(2) (o+6)a+ (a+&)6= (a+6) a j 

(3) ( a +6 )o = o 6+ a 2 ； 

(4) (0+6)*«0 2 +2«6+6 3 , 

(5) a 6 +{-|(a + &)-6} a ={ l ( a +6)} a ； 

(6) (2 o +5)6+ a 2 =( o +6) s . 

(1) 的几何说法包含在： 

命題 1. 若有两直线(图 4.8), 其中一线被割成任何多个段，则两 
直线所作矩形等于未割之线与各段所作出的各个矩形之和. 

命题2和3实际上是命题1的特例，但仍为 Euclid 单独陈述 
并加以证明. （4) 的几何形式是众所周知的. Euclid 的说 法是： 
命题 4. 若把一线在任意一点割开（图 4.9), 则在整个线上的正方 
形等于两段上的正方形_上以两段为边的矩形. 



图 4.8 图 4.9 


证明给出了图中所示的明显几何事实. 

命题 11. 分割一已给直线，使整段与其中一分段所成矩形等于另 
—分段上的正方形. 

这是要我们把』 B 分于某点 H ( 图 4.10) 使 乂 0.5 丑=乂孖 
AH . Eudid 的作法如下：设 AS 是所给线.作正 方形左 
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图 4.10 图 4.11 

令丑是30中点.作 B 足 令 CJ 延线上的 ^ 适合五作 
正方形 AF 9 丑.于是 H 就是上所需作的分点，就是说 

证明是通过面积得出的，所用的是前述一些定理，包括 Pythagoras 
定理，关键性的定理是命题 6. 

定理的重要意义在于长为 a 的分成长为 a ; 及 a — z 的两 
段，使 

(o— 

或 x 2 + ax ^ a 2 . 

因此就有了解这二次方程的几何方法.还有，这又把分成了 
两部分，一部分是比例的外项，另一部分是比例的中项，就是说，从 
AB . B 丑丑 .Aff 可得 = 第二篇中的其他 

命题相当于解二次方程似一#=6 2 及似: + a ; 2 =6 2 . 

命题 14. 作一正方形等于已知的直边形. 

所给直边形可以是任何多边形，但若所给的是矩形2 
(图 4.11), 则 Euclid 的方法相 当于： 延长至 C 使 BC =- JW 5. 
以为直径作圆.在 S 处作垂线 /) S . 所求的正方形就楚 /)./? 
上的正方形. Euplid 用面积作出证明..这定理解出了 或 
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者说求出了 的平方根.我们将在第六篇里看到用几何方法解 
出更复杂的二次方程. 

第三篇含37个命题.它开头给出有关圆的一些几何定义，然 
后着手讨论％、切线、割线、圆心角及圆周角等等.这些定理大多 
是中学几何里所熟知的.下面几个定理值得特别提一下. . 

命题 16. 通过圆直径一端垂直于直径的直线全在圆外，且在这直 
线和圆周之间的空间内不能再插入另一 直线； 半圆和直径夹角大 
于而半圆和垂线夹角小于直线间的任何 
锐角. 

定理的新颖之处在于考察了切线 
TA 与弧 AGE 之间的空间（图 4.12)} 

他不仅说在这空间里不能作过2并全 
部在圓外的直线，并考察了切线与 
弧 ACE 的夹角 .这角希腊人叫牛头 
角,对它 是否有 确定的大小一亊当时是有争议的.命题16说这角 
比直线间的任何锐角小，但没有说这个角的值是零. 

Proolus 把牛头角说成是真的角，在中世纪末和文艺 复兴时 
代， Cardan , Peletier , Vieta , Galileo , Wallis 等人也辩论过牛头 
角的大小问题.牛头角之所以使后代 Euolid 著作评注者特别感 
到头疼的地方是，可以作过 X 且与 2 M 相切的一些直径愈来愈小 
的圆，并从直觉上似乎感到这牛头角显然会随之增大,而根据上述 
命题却并不如此.从另一方面说，如果任何两个牛头角的值都是 
零从而都相等，它们就应能重合.但它们却并不能重合.因此有 
些评注家下结论说牛头角不是角 (2> . 

第四篇在它的16个命题里论述圆的内接和外切图形，如三角 
形、正方形、正五边形和正六边形.最后的命题讲怎样在一给定圆 
内作正 15边形， 据说这是曾用于天文 上的; 因为在 Ewtostlieiiea 

㈡ ） 根据一殷对两曲线夹角的定义,牛头角的值是霉， 
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以前一直认为黄道角(地球赤道面与绕 w 公转轨道面的交角)之值 
是24。，或即360° 的 1/15. 


5. 第 五篇： 比例论 

根据 Eudoxus 的工作而写的这第五篇，被人认为是 Euclid 7 L 
何的最大 成就; 同《原本》任何其他部分相比，它的内容被人讨论得 
最多，它的意义被人争论得最激烈. Pythagoras 派据说也有关于 
比例(两个比相等的关系）的理论，即关于可公度量(其比可用整数 
比表示的那种量)的比例理论 4 虽然我们不知道这一理论的细节， 
但据说就是以后将要讲的第七篇中的内容，并据说曾用之于有关 
相似三角形的命题.在 Eudoxus 以前应用比例关系的数学家，一 
般在用不可公度量时没有可靠的理论根据.第五篇把比例关系的 
理论推广到不可公度量而避兔了无理数. 

童这个概念原是被人作为包括可公度或不可公度的数量或实 
体的.如长、面积、体积、角、重童和时间都是量.长^面积是早就 
出现的，例如在第二篇中.但迄今为止 Euclid 还没有机会 i 寸论别 
种量或讨论量的比和比例.所以在这以前他没有引入量的一般性 
概念.现在这一篇里他特别要强调任何一种量的比. 

尽管在这一篇里定义占重要地位，但没有真正提到关于量的 
定义 . Eoclld 开头是这样 写的： 

定义 1. 当一较小的量能量尽较大的量时 ，: &是较大量的部分. 

这里所谓部分是指若干分之一，例如2是6的若干分之一，而 
4则不是6的若干分之一. 

定义 2. 当较大量能被较小者量尽时，它是较小者的倍量. 

这里所谓倍量是指整数倍量. 

走义 3. 比是同类量在大小方面的一种关系. 

这第三个定义的意义很难同下一定义分开来讲. 
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定义 4 . 若能把两量中任一量倍增后超过另一量，便说此两量有 
一个比. . 

这定义的意思是说，量 a 和6有一个比，如果 a 的某个整数 
(包括 1) 倍超过&且6的某个整数(包括 1) 倍超过 a 的话.这定 
义排除往后要出现的概念，即那并非0的无穷小量.如若两量中 
有一量小到不能使其有限倍超过另一量，那末根据 Euclid 这个定 
义是不许它们之间有一个比的.这定义也排除充穷大量，因那时 
取较小量的仟何有限倍都不会超过那个较大量的.下一个定义是 
关键性的定义. 

定义 5. 四个量形成第一个量与第二个量之比以及第三个量与第 
四个量之比.我们说这两个比是相同的，如果取第一、第三两个量 
的任何相同的倍数，取第二第四两个量的任何相同的[另一个]倍 
数后， 从头两个量的倍数之间的小于、等于或大于的关系，便有 F 
两个量的倍数之间的相应关系. 

定义里说的是，我们有 

a _ c 

如果及 c 都乘以任一整数叫6及 d 都乘以任一整数 n 后，对 
于所有这样选取的饥及《， 

从 ma<nb 推知 mc<<nd, 

从 ma=nb 推知 mc~nd, 

以及 从 ma>nb 推知 rru :> nd , . 

我们用现代的数来说明这定义的意思.为检验 

VY_V6 

丁 = ；7¥ . 

这关系是否成立，我们应该(至少从理论上说)査明，对于任何整数 
饥和 另一任何整数是否能 

从 wV 推知 ‘ 
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从 推知 wV 6 *=«>/¥, 

以及 从 推知 7» v 6">« vy . 

当然在眼前这个例子里相等的情况不会出现，因饥和《是整数，而 
^/~2 是无理数，这意味不会出现.定义只是说 
如果左边三种可能情况之一出现，那末右边的相应情况必然出现. 
定义5的另一种说法是，使胃<劬的整数仰和《,同那使 mi 
的整数 W 和 W 是一样的. 

读者可熊马上想知道 Eudid 拿上面这个定义干什么用.当 
我们要证“若 a /6= c / d , 则 （ a +&)/6=( c + d ) AT 时，我们是把这 
里的比和比例都看作数的（即使比是不可公度的)，然后用代数来 
证明这个结果.我们知道无理数也可按代数法则进行运算.但 
Euclid 不能这样做也没有这样做.在那个时候希腊人还没有证 
明对可公度量的比能够加以 运算； 因此 Euclid 就要用他所给出 
的那些定义特别是定义5来证明这个定理.事实上，他这些定义 
是为了给量的代数打下基础. 

定义& 有相同比的量称为成比例的量. 

定义 7. 四个量的第一个量和第三个量取相同倍数，其第二个量 
和第四个量又取另一相同的倍数时，若第一个倍数量大于第二个 
倍数量而第三个倍数量却并不大于第四个倍数量，则说第一量与 
第二量之比大于第三量与第四暈之比. 

定义说的是，只要有那么一个771和那么一个 w ， 能使 
而 me 却并不大于 nrf , 则 a /&> p / rf . 因此，对于给定的一个不可 
公度比 a /&， 我们是可以把它放在所有别的这类比(就是说那些小 
于它的和大于它的比)之间的. 

定义 8. —个比例至少要有三项. 

在只有三项的情形下是 a /6 = 6/ c . 

定义 9. 当三个量成比例时，我们说第一量与第三量之比是第一 
量与第二量的二次比. 



5. 第 五篇: 比例论 


81 I 


例如，若々5=方％，则乂与<?之比是乂与5的二次比.这 
意思是说 2 /C = W / J 5 a , 因 A ^ B ^/ G , ^ A / G = B ^/ C ^ A % / B \ 
定义 10. 当四个量成连比例时，我们说第一量与第四量之比是第 
一量与第二量的三次比，其余不管有几个量的连比都依次类推. 

例如，若 A / B ^ B / G ^ C / B , 则2与 D 之比是2与丑的三次 
比.这就是说』/厶=^ 8 /炉，因为 A = 所以 A //) = _ BVCJ 5 
= (BVC a )(0/D)= 』 /5 3 . 

定义11到18规定相应的一些量:更比、逆比、合比、分比、换 
比等等.这些指的是从《/&形成的(《+6)/6, (« —6)乃以及其他 
的比. 

第五篇接着就证明关于量和量之比的26个定理.证明是用 
文字叙述的，并且只根据定义和公理（如等量减等量其差相等). 
公设没有用到. Euclid 用线段来说明量，以帮助读者理解定理和 
证明的意义，但这些定理是适用于所有各种量的. 

底下我们用近世代数语言来叙述其中一些命题，用«和?> 
表整数，用〜6和 c 表 M . 不过，为让大家看看 EuoKd 所用的语 
言，我们在第一个命题里基本上照原文译出以作示范. 

命题 1. 任意多个量，分别是同样多个量的相同倍数，那么不管那 
些个别量的倍数是多少，它们总起来也有那么多倍数. 

用代数语言来表示，这就是 

ma+mb+'tnc-h — =TO(a+6+c+..*). 

命题4 •若 a /6 = c / d ， 则 ma/nb = mc/nd. 

命题 11.若 a /6= c / d , 而 c / d = e //， 则 ajh — f . 

注意，比的相等是依据比例定义而米的，所以 Euclid 要细心 
证明相等的关系是可传递的. 

命题 12. 若 a /6 = c/d = e //， 则 a /&= ( a + c + e )/(6 】 
命题 17.若 a /6 = c / d , 则 (a — b)/b= ( c — rf )/ d . 

命题 18 .若 a/b-e/d, jjjij {a+b)/b= {c-Vd)/d, 
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有些命题似乎同第二篇中的命题重复.但该篇中的那些命题 
只是对线段陈述并予以证明的，而第五篇则给出对所有各类量都 
适用的理论. 

第五篇对其后数学发展的历史有重大关系.古典希腊人不引 
用无理数，部分地想靠几何方法来避免它们(如同在回顾第一篇到 
第四篇内容时所指出的).不过这种几何方法并没有照顾到所有 
各类不可公度的量，而第五篇则补足了这个欠缺,它是从量的一般 
理论重新开始的.这样就使处理量的全部希腊几何有了可靠的基 
础.但仍存在迫切需要解决的问题，即量的理论究竟能不能作为 
实数(当然包括无理数)理论的逻辑基础. 

至于后代数学家怎样来理解 Euclid 关于量的理论，那是不成 
问题的.他们认为这只能用于几何，从而觉得只有几何才是严格 
的.所以当文艺复兴时代和其后几个世纪里重又用起无理数来的 
时候，许多数学家就反对，因为这些数没有逻辑根据. 

用批判的眼光考察第五篇的内容后，似可肯定它们是正确的. 
不错， Euclid 在第五篇里给出的定义和证明没有利用几何.正如 
前已指出的，他在讲述命题和证明时之所以利用线段只不过是出 
于教学上的需要.但若说 Euclid 在他关于量的理论里确实提供 
了关于无理数的理论，那么这只能出之于两种可能的理解.其一 
是量本身可以看作就是无理数，其二是把两量之比看成是无理数. 

我们假定量本身可以看成是无理数.那么，即使不管那些按 
现代标准对 Euclid 严格性方面的批评，仍有下面一些说不通的地 
方. Euclid 从未说明他所用的量或量的相等或等价指的是什么 
意思.此外， Eudid 所处理的并不是量本身而是量的比例关系. 
两量 a 和&只有在它们是长度时才有乘积，才能使 Euclid 把乘积 
看成面积.于是乘积&就不能看作是个数，因为在 Euclid 书里 
乘积没有一般性的意义.其次， Euclid 在第五篇里证明的一些关 
于比例的定理.其本 t 实际上可（如我们在上面所做的那样）重新 
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陈述为代数定理.但他为了证第五篇的命题18需要对于三个已 
给量作出第四比例量，而他只能对直线段才作得出这样的量(第六 
篇命题 12). 所以不仅他那个一般量的理论不完全（甚至就他自 
己在第十二篇里所作的证明而论)，而且他以线段作出的证明是依 
靠几何的.更有甚者， Eudid 在定义3里坚持只有同类的量才能 
形成比.很明显，如果说量就是数，那么这种限制就毫无意义.他 
其后所用的量的概念都是遵照定义的，因而是同几何分不开的. 
另一个说不通的地方是他没有提出一个有理数系使他得以添上他 
的无理数理论.他的书里虽有整数之比，但只是作为比例中的比 
而出现，而且甚至并不把这些比看作是分数.最后一点是，他那里 
没有 a /6 和 C / d 的乘积，甚至当 a ， 6, C 和 d 都是整数时也没有这 
种乘积，更谈不上当它们是量的时候了. 

现在我们来考察把 Euclid 的两量之比理解为数的情况如何. 
这样，我们把不可公度比看作无理数，把可公度比看作有理数.如 
果这些比是数，那就至少应该能够把它们相加相乘.但我们在 
Euclid 的书中怎么也找不出说明 0/6) 十 ( c / d ) 的意义之处，其中 
〜6，<：和(^都是量.奔 Euclid 书中，比只是作为比例的一部分 
而出现的，因而并无一般性的意义.最后，正如上段所指出的， 
Euclid 没有有理数概念可供他建立无理数的理论. 

因此，1800年以前数学史实际上所走的道路——完全依据几 
何来严格处理连续量，就成为不可避免的事.就 Euclid «原本》而 
论，那里并没有无理数的理论基础. 


6. 第六篇：相似形 

第六篇里利用第五篇的比例理论讨论相似形.它是从定义开 
始的，我们只举出 几个： 

定义 1. 相似直线图形是对应角相等且对应边成比例的那些 
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图形. 

定义 3. 当一线段被分成两段，且整段与较大分段之比等于较大 
段与较小段之比时，就说此直线被分为外项与中项比. 

定义 4. 任一图形之髙是从其顶点到底边的垂线. 

这定义肯定是含糊的，但 Euclid 没有用它. 

在证明本篇中的定理时， Endid 用他的比例理论而没有把可 
公度的和不可公度的情形分别讨论.这种分开来进行讨论的做法 
是 Legendre 第一个采用的，他用比例的代数定义，但只限于可公 
度的量，然后再用别的推理如归 谬法之 类来处理不可公度的情形. 

我们只打算从33个定理中举出凡个来.这里我们仍然可以 
看到他用几何来处理现代代数里的几个基本结果. 

命题 1. 等高的三角形和等髙的平行四边形[的面积]之比等于它 
们的底边之比. 

这里 Euclid 所用比例的四个量中有两个量是面积. 

命题 4. 在各角对应相等的两个三角形里，夹等角的边以及等角 
所对的相应边都成比例. 

命题 5. 若两三角形的边成比例，则两三角形有同样的角且此两 
三角形对应边所对之角相等. 

命题 12. 从三根已给直线求其比例第四项. 

命题 13. 求两根已给直线的比例中项. 

这方法是大家熟知的（图 4.13). 这从代数上讲就是，给定 a 
和6,可求得 

命题 19. 相似三角形[面积]之比 
等于其对应边的二次比. 

这定理现在的说法是 f 两相似 
三角形面积之比等于其两对应边的 
平方之比. 

命題 27. 同一直线[—分段]上所作的所有平行四边形，其[在整 
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个直线段上平行四边形所余部分形成的]亏形与半直线段上一平 
行四边形相似者，以该半直线段上所作且相似于亏形的那个平行 
四边形(的面积)为最大. 



图 4.14 


这命题的意思 如下： 先从所给线段的一半上的所给 
平行四边形 AD 开始（图 4.14). 然后考察的另一段上 
的一个平行四边形 AF ， 它的亏形（即 FB ) 是相似于丄 D 的一个 
平行四边形.适合这种条件的平行四边形当然可以作出许多 
来. Eudid 这个定理说,在所有这样的平行四边形中，作在 AB 之 
半上的那个面积最大. 

这命题有一个重要的代数意义.设所给平行四边形是个 
矩形（图 4.15), 并设其两边之比为 <;比6(6 = 40).现考察矩形 
2，，要使它的亏形(矩形满足相似于的条件.若记 
为 则 _ K"JB 为 bx/c. 令 之长为 a ; 则 H = a -(6 rr /<0 .因 
此 AF 的面积汉是 

⑴ 8=x { a ~^f)' 
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命题27说当 AF 为时面积最大.但 4 C = a /2, 于是 CD 

-杯/26,因此 

另一方面， （1) 作为$的二次方程，它有一个实拫的条件是它的判 
别式大于或等于零.即 


«、中>0 



所以这命题不仅告诉我们 S 可能有的最大值是什么，并且告诉我 
们对一切可能的 S 值能有一个 ® 满足 (1), 从几何上讲它给出了 
矩形 AF 的一边这结果在下面的命题中要用到. 

在讲下一命题之前，我们来指出命题27的一个有趣的特殊情 
形.设所给平行四边形(图 4.15) 是个正方形，则 AB 上所有 
矩形其亏形为相似于之正方形者，当以上的正方形为最 
大.但 AS (—部分)上矩形 AF 的面积 是义冗 而由于反少 
*=疋及故此矩形的周长等于正方形 2)5 或正方形的周长.但 
4 D 的面积大于故知有相同周长的矩形中以正方形面积最 
大. 

命题 28. 在所给直线[一部分]上作一平行四边形与所给直边形 
[ S ] 等面积，且使其[不足于整段直线上的平行四边形的]亏形相 
似于所给平行四边形因此[根据命题 27] 所给直边形[义的 
面积]必不能大于半段直线上相似于亏形的那个平行四边形. 

这定理是解一个二次方程 ax-(b/c)^^ 8 的几何上的等价 
说法，这里 S 是所给直边形面积，但须满足汉不得大于 a 2 c /4& 这 
个条件才有实解.为指明这一点，设(为方便起见)平行四边形是 
矩形(图 4.16), 汉是 所给直边形， D 是另一以 c 及 6 为边的矩形， 
a 是$是所要求的那个矩形的一边. EuclicT 所作出的是那么 
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一个矩形乂 JSTi ^， 其面积为 S ， 其亏形刀'相似 于刀. 但儿 
^ ABHQ - B \ 因2/相似于 D 而面积为 i ^/ c . 因此 

⑵ S-ax-^x 2 . 

C 

所以求作 AKFQ 一事就是求义瓦和满足方程 (2) 的 A 
命题 29. 在一所给直线上作一平行四边形，使其面积等于所给一 
直边形[幻（的面积)，并使其超出整段直线上的那部分平行四边 
形与一给定的平行四边形 [ D ] 相似. 

用代数语言来说,这定理解出了 

ax -^-- — o^—S, 
c 

其中 a ， 和 S 是给定的.这里汉不受限制，因对于一切正的 iSf 
方程都有实解. Euclid 用命题28及29所指出的，用现代语言来 
说，就是怎样求解任一(当其具有一个或两个正的根时)二次方程 
的问题.他的作法以长度的形式给出了方程的根. 

在命题28里，所作平行四边形未占满48全线，而在命题29 
里，所^平行四边形超出所给的儿 B 线.这两类平行四边形在希 
腊文里$别叫威和％ per 6 o ^( 亏的和超 的）. 在整个线段上 
所作具有规定面积的平行四边形（如第一篇命题44中所述者）叫 
齐的).这些名词以后就移用到圆锥曲线上去，其理由在 
讨论 Apollonius 的工作时将看得很明显， 
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命题 31. 直角三角形斜边上的一直边形，其面积为两直角边上两 
个与之相似的直边形面积之和. 

这是 Pythagoras 定理的一个推广. 


7. 第七、八、九篇 :数论 

笫七、八、九篇讲述数论，即讲述关于整数和整数之比的性质. 
这三篇是《原本》中纯粹讨论算术的唯一篇章.在这里 Euclid 把 
数看成线段把两数乘积看成矩形，但其论证并不依赖于几何.定 
理的陈述和证明都用文字，与现今用记号形式表出者不同. 

许多定义和定理,特别是关于比例的那些,重复了第五篇中的 
内容.因此数学史家考虑了这样的 问题： 为什么 Euclid 要把关亍 
数的命题都重新证一遍，而不让读者参阅第五篇中所已证明了的 
那些命题. 

答案因人而异.人2^1也】 6 确曾把数列为量之一，但他又强调 
离散量与连续量之间的鸿沟，所以我们不知道 Euclid 在这个问题 
上有没有受 Aristotle 两种观点之一的影响.我们也无法根据第 
五篇中含糊其词的定义来判断他那个量的概念是否包括整数.如 
果根据他单独讨论数这一事实来判断，我们可下结论说他的量并 
不包括数.但他之所以单独讨论数还有另一种解释，即关于数和 
可公度比的理论是 Eudoxus 的工作出现以前就有的，而 Euclid 
不过是按传统方式来介绍两种独立发展的数学 理论： 在 Eudoxus 
以前的主要是 Pythagoras 派的理论和 Eudoxus 的理论.也许这 
又是因为他觉得，由于数论可以建立在更简单的理论基础上，所以 
最好是把它分开来单独处理.我们在现代的数学著述中也发现有 
这种做法，而且也是出于同样的原因 一 因为那样做简便些. 
Euclid 虽把数和量分开来讨论，但他确有几个把它们联系在一起 
的定理.例如第十篇命题5说可公度量之比为一数与一数之比， 
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也如在其他各篇中一样， Kuclid 在这三篇中假定了他未曾明 
白说出的一些事实.例如他未经声明就假定若4除尽 B 而5除 
尽 C ， 则4除尽 C . 又，若4除尽5且除尽 C , 则4除尽5+0及 
B-G. 

定义 3. —较小数为一较大数的一部分，若它能量尽较大者.[一 
数除尽另一数时为另一数的若干分之一 .] 

定义 6. 较大数若能为较小数量尽，则它为较小数的倍数. 

定义 11. 质数是只能为单位 [1] 所量尽者. 

定义 12. 互质之数是只能为单位所公共量尽的数. 

定义 13. 复合数是能为[异于1的]某数所量尽者. 

定义 16. 两数相乘得出之数称为面，其两边即相乘之两数. 

定义 17. 三数相乘得出之数称为体，其三边即相乘之三数. 

定义 20. 若第一数之为第二数的某个倍数、某个部分或若干个部 
分，与第三数之为第四数的某个倍数、某个部分或若干个部分者相 
同，则此西数成比例. 

定义 22. 完全数是等于其因数[之和]者. 

命题1与2给出了求两数最大公度(公因子）的步骤. Enolid 
描述这个步骤的说 法是： 若2与 B 是两数且 B < 木从2减去足 
够多次的 JS —直到余数 C 小于 5. 然后再从 B 减去足够多次的 
C 直到余数小于 C . 这样一直做下去.若乂与 B 互质，最后余数 
是 1. 那样1就是它们最大公因数.若2与5不互质，就会在某 
一阶段有最后一数量尽前一个数的情况.这最后的数便是2与 
£的最大公因数.这种步骤现今称作 Euclid 算法. 

接着是关于数的一些简单定理.举例说，若 a = 6/»， c ^ d / n , 
则 a ± c =( b ± d )/ n . 有些只不过是以前对于量业经证明了的关 
于比例的定理而现在又对于数重新证明一次.如同，若 ajb — d ， 
m ( a - cy ( b - d )= a / b . 又，在定义15里定义为6自身相加 
a 次.因此 Euclid 证明= 6 a . 
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命题 30. 若两数相乘得一乘积，并有一质数量尽该乘积，则此质 
数也量尽两数之一. 

这结果在今日数论里是基本的.现今的说 法是： 若一质数 P 
整除两整数的乘积，则它至少必能整除两因子之一. 

命题 31. 任一复合数能为某质数量尽. 

Euclid 的证明中说，若2为复合数，则依定义它必能为某数 
S 所量尽.若 S 非质数从而又是个复合数， J 5 将为 C 所量尽.于 
是 C 能量尽及若0非质数，则照此类推下去.于是他说，“若继 
续这样推究，就会得出一个能量尽其前面一数的质数,而此质数也 
量尽丄如果不能得出这样一个质数，那就会有无穷多的一系列 
愈来愈小的数量尽 A 这对于[整]数来说是不可能的.”这里他提 
出了整数的任何集合都有最小数这一假定. 

第八篇继续讲数论；那里无需新的定义.这一篇实质上是讨 
论几何数列的. Euclid 的几何数列是成连比例 a /6 = 6 /c =* c/rf 
= ( 7/ 0 =…的一 组数. 这连比例满足我们对几何数列的定义，因若 
a , b ， c ， d ， e ， …成几何数列，则任一项与次一项之比为常数. 

第九篇结束对数论的讲述.其中有关于平方数和立方数，平 
面数和立体数的问题，还有另外一些关于连比例的定理.值得指 
出的是以 下的： 

命题 14. 若一数是能为一些质数所量尽的最小的数，则除了原来 
能量尽它的这些质数以外不能再为别的质数所量尽. 

这命题的意思是 说:若 a 是质数乳 g , …的乘积，则 a 分解为 
质数乘积的形式是唯一的. 

命题20_质数的数目比任何指定数目都要多. 

换言之，质数的个数是无穷的. Euclid 对这命题的证法是经 
典性的.他假定只有有限个质数外,％，…，和.然后他作出 
外•外 • : P -+ 1 ， 并论证这新的数是个质数，从而引出矛盾，因为 
这质数大于所设 w 个质数中的任何一个，这就有了多于》个的质 
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数.另一方面，如果这新数是个复合数，它必能被一质数整除.但 
此质因数不能是仍，仰 ，…， 或私，因为新复合数被这些质数除会 
有余数 1. 于是就必然又有另一个质数；我们又引出了与所设只 
有 n 个质数相矛盾的结果. 

第九篇的命题36给出了对几何数列之和的一个漂亮的证明. 
命题6给出了关于完全数的一个著名定理 ，即： 若几何级数(从1 
开始的)一些项之和 

1 + 2 + 2 2 +…+ 2— 1 

是质数，那么这个和同最末一项的乘积是完全数，就是说 
(1+2+ — + 2"- 1 )2"_ 1 或(2"-1)2- 1 
是完全数.头4个完全数6, 28, 496和8128,也许还有第五个完 
全数是希腊人已经知道了的. 


8. 第十篇 ：不可 公度置的分类 

«原本》第十篇着手对无理量(与给定量不可公度的量)进行分 
类 . Augustus De Morgan 用下面的话来描述这一篇的总内容： 
“ Euclid 考察了可能表为[今日代数里的]>/土 、，飞 的所有线 
段， a 与6则为两有理线段当然并不是所有无理量都能这样表 
示的，所以 Euclid 只涉及了在他的几何代数法里所出现的无理 
量. 

第十篇的第一个命题对《 原本* 其后几篇的讲解是重要的. 
命题 1. 对于两个不相等的量，若从较大量减去一个比它的一半 
还要大的量，再从所余量减去大于其半的量，并继续重复执行这一 
步骤，就能使所余的一个量小于原来那个较小的量. 

Eudid 在证明的末了说，若定理中所减去的是一半的量，这也 
能证明.他的证明里有一步用了一个没有被他自觉意识到的公 
理，在两个不等的量中.较小者可自己相加有限倍而使其和超过较 
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大者 •, Euclid 把有问题的这一步建立在两个量之比的定义上（第 
五篇定义 4). 但此定义并不足以说明这一步是对的.这定义说 
当两个量之中的任一量自身相加足够多次后便能超过另一蛰，则 
此两量有一个比;因此 Euolid 应该证明这一点对他所说的#是可 
以做到的.但他却假定他的量可以相比，并利用了较小量自身相加 
足够多次后可以超过较大量的事实.据 Archimedes 所说 ， Eudoxus 
是用过这个公理(严格地说是其等价说法)的，他足把它作为一个 
引理建立起来的. Arohimedes 用了这一引理而未加证明，所以 
他实际上也是把它作为公理来用的.现今把这称为 Archimedes - 
Eudoxus 公理. 

第十篇共115个命题，但有些版本有116个或 in 个定理. 
后者给出了第三章所述关于 VT 为无理数的证明. 


9. 第十一、十二、十三篇 ：立体 几何及穷竭法 

第十一篇开始讲立体几何,但仍有一些平面几何的重要定理. 
这一篇开始是定义. 

定义 1. 立体是有长、宽、高的(那种东西）. 

定义 2. 立体的边界之一是一个面. 

定义 3. 若一直线垂直于一平面上所有与其相交的 直线， 则直线 
与平面相垂直. 

定义 4. 两平面相交，若在其中一平面内向交线所作的垂线垂直 
于另一平面，则两平面垂直. 

定义 6. 平面与平面的夹角是每一平面内过公共交线上一点的垂 
线所夹的锐角. 

我们称这锐角为两面角的平面角. 

此外还定义了平行平面、相似立体形、立体角、棱锥、棱柱、球、 
圆锥、闽柱、立方体、正八面体、正十二面体及其他立体形 f 球定义 
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为半圆绕直径旋转而得出的立体形.圆锥定义为直角三角 形绕一 
直角边旋转而得出的图形.然后就按作为轴的那直角边之小于、 
等于或大于另一直角边，而分别把圆锥分为钝角的、直角的和锐角 
的.圆柱是由矩形绕其一边旋转产生的图形.最后这三个定义的 
窓义在于，除正多面体外,书中立体图形都是从平面图形绕一轴旋 
转而得出的. 

定义都叙述得不严密不清楚并且常常假定一些定理，举例说， 
在定义6里假定了两平面交线上任一点处的那个锐角都相等.又 
Euclid 打算考察的仅限于凸的立体形，而在定义正多面体时没有 
特别提出. 

这一篇只考虑平面元素所形成的立体形.所含39个定理中 
的头19个讲直角和平面的性质，例如关于垂直于平面和平行于平 
面的直线这方面的定理.本篇中头儿个定理的证明是有缺点的， 
而关于多面体的许多一般性定理只对特殊情形加以证明 • 

命题 20. 若三个平面角夹成一立体角，则其中任何两个平面角之 
和都大于剩下的一个平面角. 

就是说，在 CAB , GAD , 和 HZ ) 

三平面角中，任意两角之和大于第三 
角（图 4.17). 

命题 21. 由平面角夹成的任何立体 
角，其平面角之和小于四直角. 

命题 31. 底面相等且高相等的平行 
六面体彼此(的体积)相等[等价]. 

命题 32. 同高的平行六面体（的体积)之比等于其底面（积）之比. 

第十二篇含18个关于面积和体积的定理，特别是关于曲线和 
曲面所围形体的面积和体积.本篇的主要思想是穷竭法，这是得 
自 Eudoxus 的.举例说，为证明两圆面积之比等于其直径平方之 
比,此法就以内接正多边形愈益密切地接近丙圆,而因定理对正多 
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边形成立，故证明了它对圆也成立.穷竭一词起因于相继作正内 
接多边形“穷竭”了圆的面积，希腊人未用这个名称，这是十七世 
纪人起的名称.这个名称和这种描述，也许会使读者觉得这方法 
只是大致近似，仅仅是走向严格极限概念的某一步.但我们将会 
看到这方法是严格的.它不含明确的极限 步骤； 它依赖于间接证 
法，这样就避免了用极限.实际上 Euclid 在面积和体积方面的工 
作比 Newton 和 Leibniz 在这方面的工作严密可靠，因后者试图 
建立代数方法和数系并且想用极限概念. 

为更好地理解穷竭法，我们来比较详细地考察一个例子.（下 
章在谈到 Archimedes 的工作时还要考察几个例子 .） 第十二篇的 
开 头是： 

命题 1. 圆内接相似多边形之比等于圆直径平方之比. 

我们不给出证明了，因它没有什么特色.现在来讲那个关键 
的命题. 


命题 2 .圆与圆之比等于其直径平方之比. 

底下是 Euclid 证明的主要 精神： 他先证明圆可被多边形所 
“穷竭' 在圆里面内接一个正方形（图 4.18). 正方形面积大于 
圆面积的1/2,这是因为它大于外切正方形面积的1/2而外切正 



方形面积又大于圆.今设』5 
是内接正方形的一边.平分弧 
AB 于点 C 处并连接47与 
CB . 作 （7 处的切线，然后作 
AD 及垂直于切线.今1 
=今2,因两者都是弧 CB 的 
1/2. 于是 i ) 丑乎行于乂 J 3, 故 
abed 为一矩形，其面积大于 
弓形 AJBFCGf . 因此等于矩形 
面积一半的三角形大于 
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弓形的 1/2. 对正方形的每边都这样做，便得一正八边 
形，它不仅包含正方形而且包含圆与正方形面积之差的一半以上. 
在八边形的每边上也可以完全按照在上作三角形乂那样 
地作一三角形.这就得一正十六边形，它不仅包含八边形，而且还 
包含圆与八边形面积差的一半以上.这种做法你想做多少次就可 
以做多少次.然后 Euclid 用第十篇的命题1肯定圆和某一边数 
足够多的正多边形面积之差可以弄得比任何给定的量还要小. 

现设 S 与&是两圆面积（图4.19)，并设 d 和以 是其直径. 
Euclid 要证 

(3) 8： S '= d 2 : d '\ 


s r 




假设这等式不成立而有 
⑷ S : S n = d 2 : d ' 2 , 

其中 S 〃 是大于或小于&的某一面积.（作为面积的那个比例第四 
项的存在，在此处及第十二篇其余部分都是默认的 .） 今设 《"<&. 
我们在以里作边数愈来愈多的正多边形，一直作到一个尸（比方 
那么说)，使它和以的面积之差小于以一^.这多边形是可以作 
出的，因上面已证明可使圆&和内接正多边形[面积]之差小于任 
意给定的量从而小于以一 《〃. 于是有 
：5) S '> P '>8". 

在汉中作相似于 P 的内接多边形据命题1，有 
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p ： F=rf 2 ： d ,a . 

而据 ( 4 ) 我们也有 

p:p'=s:s" 

或 F : S ^ F '： tS n , 

但因尸<&于是 

P ，< S ", 

而这与 (5) 矛盾. 

同样可证汉〃不能大 于以. 因此汉”=&,而由于 （4) 这就证 
明了比例 (3). 

这方法用之于证明下面那样重要而难证的定 理如： 

命题 5. 底为三角形而高相等的棱锥之比等于其底之比. 

命题 10. 任一[正]圆锥是与其同底等髙圆柱的三分之一. 

命题 11. 同高的圆锥[与圆锥]以及同高的圆柱[与圆柱]之比等 
于其底之比. 

命题 12. 相似的圆锥之间以及圆柱之间的比，等于其底直径的三 
次比[立方之比]. 

命题 18. 球之比等于其直径的三次比. 

第十三篇讲正多边形本身的性质及其内接在圆内时的性质， 
并论述怎样把五种正多面体内接于一个球的问题.它又证明 （rt 
的)正多面体不能多于五种.最后这一结果是该篇中最末一个命 
题 C 命题 18) 的推论. 

关于正多面体不能多于五种的证明要依赖于前面的一个定理 
(第十一篇命题21)，即立体角各面角之和必小于 360°. 因此若把 
一些等边三角形拼起来，就可在正多面体的每个顶点用三个等边 
三角形拼合成一个正四 面体； 可以每次用四个等边三角形拼合成 
一个正八 面体； 可以每次用五个等边三角形拼合成一个正十二面 
体.六个等边三角形在一个顶点处合成360°所以就不能用.我 
们可以在每一顶点 > tj 三个正方形构成一个立方体.我们可以在每 
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个顶点用三个正五边形构成一个正二十面体.此外不能再构成别 
的正多面体了，因为即令只用三个其他多边形拼在一顶点就要等 
于或超过 360' 注意 Euclid 假定正多面体都是凸的.但其他非 
凸的正多面体还是有的. 

«原本》十三篇中共含467个命题.有些老版本里还多两篇， 
其中有关于正多面体的更多的结果，但第十五篇写得不清楚不准 
确.但那两篇都是 Euclid 以后的人写的.第十四篇是 Hypsioles 
(约公元前150年)写的，而第十五篇的有些部分可能是在公元六 
世纪这样晚的时候写的. 


10. «原本》的优缺点 

因《原本》是最早一本内容丰甯的数学书，而且为所有后代人 
所使用，所以它对数学发展的影响超过任何别的书.读了这本书 
之后，可以对数学本身的看法，对证明的想法，对定理按逻辑次序 
的排法，都学到一些东西，而且它的内容也决定了其后的思想发 
展.因此我们应该指出它有哪些特点能如此深刻地影响日后的数 
学. 

虽然，正如前面已指出过的，个别命题的陈述方式并非 Euclid 

所独创，但整部书的陈述方式-开头就摆出所有的公理，明确 

提出所有的定义，和有条不紊的一系列定理——这是 Euclid 所独 
创的.此外，定理的编排也是从简单的到愈来愈复杂的. 

Euclid 把他认为是头等重要的定理选入这本书里.例如他 
没有在书中列入三角形三个髙交于一点的 定理. 还有一些 Euolid 
其他著作中的定理(这些我们不久就要讲到)，他也认为是不值得 
包括在《原本》中的. 

虽然在 Euolid 以前就有人提出要先证明图形存在才能把这 
图形作为逻辑对象来处理，但在他手里终于把这一步前提工作搞 
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得巧妙 k 密.稂据公设1， 2 和 3, 作图只许作出直线 和网. 这实 
际就是只许用直尺和圆规.正由于 Euclid 不能作出角的三等分 
线，所以他没有证明关于三等#角的定理. 

尽管证明里有些遗漏和错 : 误(我们不久就要指出)， E G c 】 ki 对 
公理的选择是搞得很出色的.他能用一小批公理证出几百个定 
理,其中好多是深奥的.其次，他的选择是费了心机的.他对平行 
公理的处理特别显得聪明.他无疑知道，任何这样的公理都不免 
或明或暗地要提到在无限远空间所必然出现的事，而关于在无限 
远空间所必然成立的事项的任何说法，它的具体意义总是含棚不 
清的，因为人的经验是有限的.然而他也认识到这样的公理不能 
省掉.于是就采取了这样一种说法，提出二直线能交于有限远处 
的条件.更有甚者，他在求助于这一公理以前先证明了所有无需 
它来证的定理. 

Euclid 虽用图形的重合来证全等(这是根据公理4的一个方 
法)，但他显然对这方法是否完善无缺有点不放心.这方法有两点 
值得 怀疑： 第一，它用了运动的概念，而这是没有逻辑依 据的； 第 
二，重合法默认图形从一处移动到另一处时所有性质保持不变. 
你诚然证明了移过去的图形与第二个图形全等，但在原位置处的 
第一个图形可能不全等于第二个图形.要假定移动图形而不致改 
变它的性质，那就要对物理空间假定很多的条件.确实 ， Euclid 
几何的整个目的正是为了比较不同位置的图形. Euclid 对这方 
法不甚放心的证 据是: 凡他能用其他方法来证的地方，他总不用这 
方法，即使是重合法能给出更简单的证明. 

虽然直到十九世纪大半段时间以前，数学家一般都把 Euclid 
的著作看成是严格性方面的典范，但也有少数数学家看出了其中 
的严重缺点并设法纠正.第一是用了重合法.第二是有些定义含 
糊其词而另一些无关宏旨.开头关于点、线、面的定义没有明确数 
学的含义，而且(正如我们今日认识到的)不可能给出任何明确的 
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含义，因为任何独立的数学讲解必然要用些未加定义的名词（参看 
第3节).至于许多定义之含糊其词，那只要回头去看看第五篇里 
的那些定义就足以为例了.对定义的另一不满之处是有些定义， 
例如第一篇中的定义17,应用了未加定义的概念(原文为“事先假 
定了一个公理”——译者注）. 

利用今天的认识(那是理所当然的)来对 Kuolid 的著作进行 
批判研究的结果，可以发现他用了成十个他所从未提出而且无疑 
并未发觉的假定.有几个我们已在本书前面指出过. ： Euclid 和后 
代上百个最优秀的数学家所犯的错误，是利用了从图形看来是显 
然的事实，或在直观上是那么显然因而无意中用上了的事实.在 
有些情形下，那些无意中用上了的假定可以去掉而可根据明确的 
假定另行证明，但一般说这是办不到的. 

在那些不自觉作出的假定中，包括关于直线和圆的连续性的 
假定.在第一篇命题1的证明里假定了两圆有一公共点.每个圆 
是一个点集，很可能两圆彼此相交而在假定的点或所谓交点(一个 
或两个)处没有两圆的公共点.按照《原本》里的逻辑基础来说，两 
直线可能相交而没有一个公共点. 

在一些实际给出的证明里也有缺点.有些是 Euclid 搞错的 
地方可以纠正，但少数地方需要给出新的证明.另一类缺点在《原 
本》中通篇都有，那就是只用特例或所给数据（图形)的特定位置证 
明一般性的定理. 

虽然我们赞扬了 原本》内容在整体上的组织，但全书 

十三篇并未呵成一气,而在某种程度上是前人著作的堆砌.例如， 
我们已经指出过第七、八、九篇对整数重复证明了先前对量所给出 
的许多结果.第十三篇的第一部分重复了第二和第四篇中的结 
果.第十、十三篇可能在 Enolid 以前是单独的一本著作，而且是 
厲于 Theaetetus 的. 

这些缺点好多是由后代评注者指出的(第42章第1节)，而且 
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很可能也是直接继承 Euclid 衣钵的数学家已经发现的.但尽管 
有这些缺点，《原本书是写得那么成功，使它取代了前此的所有 
几何课本.早在公元前三世纪尚有其他几何著作流传之时，甚至 
Apollonius 和 Archimedes 在提到前人成就时也都参照《原本 》. 


11. Euclid 的其他数学著作 

Euclid 写了一些别 的数学 和物理著作，好些是对数学发展有 
S : 评意义的.对他的主要物理著作*光学》(办地》)和《 镜面反 射》 
我们留待在后一章里讨论. 

Eoolid - 的著作《数据》 « Data 》 被 Pappus 收入他的《分析集 
锦》. Pappus 说它包含关于“代数问题”的补充几何材料.当给定 
或永出某呰量之后，定理就确定别的一 : 些量.《数据》中的材料本 
质上同《原本》中的材料无异，但有些特殊定理不同.《数据》可能 
是打算作为供复习《原本》用的一批练习题，它的全部内容保存到 
今日 • 

Eudid 著作中仅次于《原本》的是《二次曲线 》( Oon ^)， 它在 
数学史上有最重要的作用.据 Pappus 说这共含四篇的失传著作 
其后成为 Apoli ( mius <_ 锥曲线》中头三篇的主体内容. Euclid 把 
二次曲线分为三类不同圆锥(直角的、锐角的和钝角的）的割线来 
处理.橢圆可由任一圆锥或任一圆柱的割线得出.但（以后可以 
耵出) Apolionius 改变了对圆锥曲线的观点. 

Euclid 的《辨伪术—书含有正确和错误的几何 
范明，目的是为训练学生之用，但已失传. 

、 Proolus 所提到的 Enolid 著作 《论 [图形的]剖分柳 
[of figures ]) 是论述把所给图形釗分为其他图形的，例如把一个 
三角形剖分为一些较小的三角形或把一三角形剖分为三角形和四 
•以 形.这书有一本拉丁文译本，可能是 GerardofC ' remona ( ril 4 〜 
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U87) 根据一本既不正确又不完整的阿拉伯文译本转译的.1851 
年 Franz Woepoke 发现另一本似属正确的阿拉伯文译本并:将其 
译出.此书现有 R. 0. Archibald 的英译本. . 

另一部失传的著作是《衍论此书的大部分内容 
甚至性质也无人知道. Pappus 在他的《数学汇编力中说《衍论》共 
三篇.根据 Pappus 和 Proolus 所讲的话，一般认为《衍论》主要是 
关于实际绘制那些存在性已不成问题的几何对象的，所以这呰问 
题是介于纯理论与证明存在性的作图题之间的.在某些给定条件 
下求出圆心的问题可能是《衍论》中的典型问题 . ， 

Pappus 在他的《汇编》中还提到 《曲 面- 轨迹》 { Surface - Loci ) 
—书.此书现已无存，可能是讲形成曲面的一些轨迹的. 

Euclid 的《现象:虽是天文学教本,但其中有关 
于球面几何的18个命题以及关于匀速旋转球 的其他 命题.他把 
辿球看作旋转的球.这书现有几种译本. 


12. Apollonius 的数学著作 

,古典时期的另一伟大希腊数学家(就其总结和创造古典时代 
数学研究的门类这两重意义而论）是 Apol](wii U 0 (约公元前262 
-190). Apollonius 生于小亚细亚西北部的城市拍加 (Perga), 铖 
地区在他的一生中处于 Perga^num 的统治之下.他青年时代去 
亚历山大里亚城，从 Euclid 的门人那里学习舉学.据目前所知道 
的材料，他嗣后卜居亚历山大里亚城和当地的大数学家合作研究. 
他的主要著作是关于圆锥线的，但也写过其他方面的著作.他的 
数学才能是如此卓越，使他在当代及后世以“大几何学家’’闻名. 
他作为夭文学家的声誉也一样 地大. 

我们知道在 Apollonius 时代以前早就有人研究圆锥曲线了. 
特別是考 Aristaous 和 Euclid 都写过这方面的书.还有 Archj- 
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medes 的著作中（随后就要讨论）也包括这方面的一些结果.但 
Apollonius 做了去粗取精和使之系统化的工作.他的《圆锥曲线》 
除了综合前人的成就之外，还含有非常独到的创见材料，而且写得 
巧妙、灵活，组织得很出色.按成就来说，它是这样一个巍然屹立 
的丰碑，以致后代学者至少从几何上几乎不能再对这个问题有新 
的发言权.这确实可以看成是古典希腊几何的登峰造极之作. 

《圆锥曲线书分八篇共含487个命题.这几篇著作中，前 
四篇是从十二、十三世纪的希腊手稿复制出来的，其后三篇是从 
1290年的阿拉伯译本转译的.第八篇已失传，但十七世纪 Halley 
根据 Pappus 书中的启示搞出一个整理本. 

Euclid 的前人、 Euclid 本人和 Arohimedes, 都象 Plato 派学 
者 Menaeohnms 最早所提出的那样，把圆锥曲线看成是从三种正 
圆锥割出的曲线. Euclid 和 Arohimedes 都知道从其他两种圆锥 
也能割出椭圆，并且 Archimedes 还知道跟斜圆锥上所有母线相 
交的平面能在其上割出楠圆.他也许认识到在斜圆锥上能割出其 
他圆锥曲线. 

但 Apollonius 是第一个依据同一个（正的或斜的）圆锥的截 
面来搞圆锥曲线理论的人.他也是第一个发现双曲线有两支的 
人. Apollonius 的前人 Menaeohimw 和其他人之所以要用三类直 
圆锥的垂直于其一母线的截面，后人的一种猜测是，并不是因为他 
们不知道这每种圆锥上也可以有别的圆锥曲线，而是因为他们要 
处理关于这种曲线的逆问题.对于给定的曲线，如果它们具有圆 
锥曲线的几何性质，在证明它们可以由圆锥上的截面得出时，对截 
面垂直于一根母线的情形是比较容易证明的. 

我们先来考察第一篇中所述的关于圆锥曲线的定义和性质. 
给定一圆及圆所在平面外一点虛(图4.20)，则过么且沿圆周 
移动的一根直线便生成一双锥面.这圆叫圆锥的底. 4到圆心的 
直线叫圆锥的轴(未画出）.若轴垂直于底，这是正 圆锥; 否则便是 
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图 4.20 

斜圆锥.设锥的一个截面与底平面交于直线取底圆的垂直 
于刀 丑的一条直径于是就是含有圆锥轴的一个三角 
形，叫做轴三角形.设这三角形与圆锥曲线交于 P 及 P (原文为 
交于 PP % 似系笔误——译者). （ PP 不一定是圆锥曲线的轴 .） 
PP ' M 是由截面和袖三角形相交而定的直线 (3> .设 QQ ’ 是圆锥曲 
线的平行于 DJ 7 的一弦.因此 QQ ' 未必垂直于 Apollonius 

随即证明0 ^为所平分，从而叹 =^ QQ '. 

现作 AP 平行于并交于再在截面上作 Pi 垂 
直于 _ PM . 对椭圆和双曲线，取 Z 使适合条件 

PL _ BF.FC 

~TW ZF~ , 

对抛物线，取 i 使适合 

(3) Apollonius 指出，在斜圆锥的情形下， Plf 未必垂直于 DE. 只有在正®锥或 
在 ABC 平面 ® 直于 斜固锥的底平面时 , 才有 PM 垂真 $ # 的关系，， 
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PL 一 BC 2 

~¥a^ ba^ag' 

在椭圆和双曲线的情形下，我们作 P1 . 从 r 作 T 行于 
交于丑.（在双曲线的情形下， F 在双曲线的另一支上，须 
延长 jP ' i 才能定出及.） 

Apollonius 在作出一些辅助线之后(这里不细讲)，证明对于 
椭圆和双曲线有 

⑹ QV^PV-VR. 

Apollonins 把 QF 称做圆锥曲线的一个纵坐标线，所得结果 (6) 便 
说明纵坐标线的平方等于作在上的一个矩形他又 
证明在椭圆的情形下，这矩形未填足整个矩形而亏缺一 
个相似于矩形的矩形因此椭圆的原名就叫“亏曲 
线 ’’( ellipse ) (第6节). 

在双曲线的情形下， （6) 还是成立的，但作图的结果是 F 5 大 
于 Pi , 所以矩形超出作在 Pi 上的矩形而所 
超出的那个矩形相似于矩形囚此双曲线的原名就 
叫“超曲线” ( hyperbola ). 在抛物线的情形下, （6) 不成立而有 
⑺ QV 2 ^PV-PL, 

所以等于的那个矩形恰好是与 m 相齐的矩形 pv-pl. m 
此抛物线 原 1 名就叫“齐曲线” (parabola.). 

抛物线(齐曲钱)，椭圆（亏曲线）和双曲线（超曲线）之称是 
Apollonius 引入的，它们取代了以前 Menaechmus 所用的直角圆锥 
曲线、锐角圆银曲线和純角圆锥曲线之称. Archimedes 书里出现 
抛物线和椭圆之称的地方(如在他的《抛物线的 求积* {Q^atwre 
of the ParaMa) 中， 见第 5 章第 3 节)，是后人抄录时改过来的. 

方程 (6) 和 (7) 是圆锥曲线的基本平面性质. ApoUonins 推出 
这两个性质之后就不再利用圆锥而直接从这两个方程推出曲线的 
其他性质， Apollonius 用 PP, 纵坐标线或半弦 QK, 以及几何等 
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式 (6) 和 (7) 推出性质的做法，实际上就相当于我们今天用横坐标、 
纵坐标和圆锥曲线方程推出曲线性质的做法.当然在 Apollonius 
的做法里没有用到代数. 

我们很容易把 Apollonius 得出的基本性质翻译成近世坐标 
几何中的语言.记 Pi ( Apollonivi S 称它为正焦弦或纵线参量)之 
长为 2 p ， 记直径之长为 d ， 若$是从 P 点量起的距离 PR !/ 
是距离(这相当乎应用斜坐标)，则从 (7) 立即可以看出抛物线 
的方程是 

y 2 ^2pa>. 

对于椭圆，我们先从定义它的方程 (6) 得出 
y^PV-VR. 

但 PV-VE=x(2p-L8). 又因矩形 ii ? 相似于矩形 PL-PF, ^ 
以 

L8 _ x 

in. 

i^C L8=2px/d . 于是 

y ^ x (2p-M.y^2pa>-^. 

对于双曲线，我们有 

y s =2px+~^~. 

在 Apollonius 的做法里，抛物线的 d 是无穷大，由此可以看出怎 
样把抛物线作为椭圆或双曲线的一种极限情形来处理. 

为往下叙述 Apollonius 怎样处理圆锥曲线，需要讲一些概念 
的定义，它们在近世的几何学里也仍然是重 要的. 考察椭圆的一 
组平行的弦，例如图 4.21 中平行于 PQ 的一组弦. Apollonius 证 
明这批弦的中点都在一直线上，而称为圆锥曲线的直径. 
(图 4.20 这个基本图形里的线段 Pi " 便是一直径 .） 然后他证明， 
若过的中点 C 作直线平行于原来的那组弦，这2>丑将平 
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分所有平行于的弦. _ DJ ? 叫做的共扼直径.在双曲线的 
情形下(图4.22)，弦可能在每个分支之内，如作，直径是两个分 
支间所截的那一段(如果它被两个分支所截的话)，如图中的 
于是平行于的弦，如 RH, 就在两个分支之间 . 的共轭直 

径，如 / XB , 则定义为 AB 与双曲线的正焦弦的比例中项，它并不 
与双曲线相交.抛物线的任一直径(即通过一组平行弦中点的直 
线)总是平行于对称轴的，但对于给定直径并没有共轭直径，因为 
平行于给定直径的每根弦都是无限长.椭圆或双曲线的轴是彼此 


互相垂直的两直径.抛物线的轴（图 
4.23) 则是与相应弦相垂直的那个直 
径. 

Apollonius 介绍了圆锥曲线的基 
本性质之后，就证明关于共轭直径的 
一些简单事实.第一篇中也论述圆锥 
曲线的切线. Apollonius 把这切线看 
成是与圆锥曲线只有一个公共点且全部在圆锥曲线之外的直线. 



然后他证明过直径一端点(基本图 4.20 中的点 P ) 所作平行于其 
相应弦(平行于该图中的 QQ0 的直线将在圆锥曲线之外，且该直 
线与圆锥曲线之间不可能再有别的直线(见《原本》第三篇，命题 


16). 因此所论直线与圆锥曲线接触于一点，就是说，它是圆锥曲 
钱在 P 处的切线. 
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另一个关于切线的定理指出下列 事实： 设是抛物线的一 
直径（图4.24)，而 QF 是它的一根相应弦.于是若在直径延长到 
曲线外的那部分上取一点 r 使 rP - Pf 7 , 而7则是该直径与其 
相应弦的交点(原文为“从 Q 到直径上的纵坐标线（弦） 
的足”)，则直线 rQ 与抛物线切于 Q 处.对椭圆和双曲线也有类 
似的定理. 

Apollonius 然后证明，若在基本图 4.20 中取圆锥曲线的其他 
直径而不取 PP ， 定义圆锥曲线性质的方程 (6) 及 (7) 仍 照旧； 但 
那时方程里的 QF 当然是指所取直径的相应弦了.他所做的，用 
我们的话来说，就相当于从一种斜坐标系变换到另一种斜坐标系. 
关于这一点，他还证明，.从所取的任一直径和纵坐标线，可以变换 
到直径(轴)和纵坐标线相垂直的情形.这用我们的话来说就是变 
到直角坐标系. Apollonius 还指出怎样从给定的某些数据（例如 
给定一直径，正焦弦，纵坐标线与直径的交角）来作出圆锥曲线. 
他是先作出有关的圆锥后获得所需圆锥曲线的 • 

第二篇一开头讲双曲线渐近线的作法和 性质. 例如他不仅指 
出双_线的 Sf 近线存在，而且指出在曲线上的足够远处，曲线上— 
点与渐近线的距离小于任意给定的长度.然后他引入所给双曲线 
的共轭双曲线，并证明它同所给双曲线具有相同的渐近线. 

第二篇的其余定理说明如何求一圆锥曲线的直径，求有心圆 
C 曲线的中心，求抛物线和有心圆锥曲线的油.例如*若 r 是蹕 
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锥曲线外一点(图4.25)， TQ 与 TQ’ 是圆锥曲线上在 Q 与 R 处的 
切线， F 是弦0^的中点，则 2 T 是直径.求圆锥曲线直径的另 
一方法是作两根平 行弦； 连接两弦中点的那根直线便是一直径. 
有心圆锥曲线的任何两直径的交点便是它的中心.这一篇最后讲 
怎样作圆锥曲线的切线，使其满足给定条件，例如,过给定的一点. 

第三篇开头论述关于切线与直径所成图形的面积的定理.那 
里的一个主要结 果是： 若 OP 与 0 Q 是圆锥曲线的切线，且若 iftSf 
是平行于 OP 的任一弦， R'S' 是平行于 0 Q 的任一弦 ，又若朋与 
突于 J (在圆锥曲线内部或外部)，则有 

RJ-JS 0P a 
R'J-J'S' 

这定理是初等几何里一个熟知定理的 推广： 圆内两弦相交，每根 
弦被交点所分两段的乘积相等，因在圆的情形下，上式右边的 
0P 2 /0Q a =l, 

第三篇后一部分论述极点和极线的所谓调和性质.如在图 
4.27 中，若 TP 与 TQ 是圆锥曲线的切线，是过 T 并交圆锥 
曲线于 B 及 S ， 交 PQ 于的任一直线，则 

TR IR 
IS'* 

就是说， r 外分抓的比等于 J 内分挪的比. pq 线叫点 p 处 
的极线， r , 尽 I , s 说是形成一组调和点，又荇通过 pq 中点 p 
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(图 4.28) 的任一直线交圆锥曲线于及氏交过 r 且平行于 PQ 
的直线于0,则有 

OR VR 

w = w 

过 r 的那根直线是 f 的极线，而 o , iJ , r 及 s 是一组调和点. 

书中接着讲有心圆锥曲线的焦点的性质；但那里没有提到抛 
物线的性质.楠圆和双曲线的焦点 
(Apollonius 没有焦点这个词）定 
义为(长)轴上那样的两点 f 
及 f ,它们使 AF - FA '^ AF ^ F ' A 1 
■ 2 p • -4^/4(^4.29). Apollonius 
对椭圆和双曲线 证明： 圆锥线上一 
点 P 与焦点相连的两线及 
与 P 处的切线交于等角，且焦距 
P $与 _ PP 之和(对椭圆的情形） 

等于焦距之差(对双曲线的 
情形)等于 

书中没有谈准线，但圆锥曲线为到定点(焦点)距离与到定直 
线(准线)的距离之比为常数的点的轨迹， Euclid 是知道的，并由 
Pappus 述及且给出证明（第5章第7节). 

Euclid 曾部分地解决了一个著名的问题：设动点与四根固定 
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直线的距离 ？ M r , s 满足条件左其中《为已知，求该动 
点的轨迹. Apollonius 在其《圆锥曲线》的序言中说这问题可用第 
三篇中的命题解决.这确实是能做 到的; Pappus 也早知道这轨 
迹是一圆锥曲线. 


第四篇讲极和极线的其他性质.例如，有一个命题给出了从 



圆锥曲线外一点 r 向其作两切线的 
方法（图 4.30 ). 作 TQM 反 TQ ' R ’. 
令0是 Q _ B 上对于2 1 的第四个调和 
点，即 rQ : Ti 2= C ^ OR ; 又令 O ' 是 
上对于 T 的第四个调和点.作 
00'. 于是 P 与 P 是 切点. 

该篇其余部分讲各种位置的圆锥 


曲线可能有的交点数目. Apollonius 证明两圆锥曲线至多相交于 
四点. 


第五篇在其新颖和独到之处最为出色.它论述从一特定点到 
圆锥曲线所能作的最长和最短的线. Apollonios 先从有心圆锥线 
长轴上或抛物线轴上的特殊点讲起，求出从这些点到曲线的最大 
距离与最小距离.然后他取楠圆短轴上的点来照样做.他又证明， 


若0是任一圆锥曲线内的任一点，且若 OP 是从0到圆锥曲线的 
一极小或极大距离，则处垂直于 ap 的直线是 P 处的 切线； 又 
若 0' 是(>?延长线上在圆锥曲线外面的任一点，则是从 0' 
到圆锥曲线的极小线.切线在切点处的垂线如今叫法线，所以极 
大和极小线都是法线. Apollonius 其次考察任一圆锥曲线的法线 
的性质.例如，在抛物线或椭圆任一点处的法线还与曲线交于另 
一点.然后他指出怎样从圆锥曲线内部或外部的给定点作该曲线 
的法线. 

在考察从一点作向任一圆锥曲线的(相对)极大和极小线时， 
Apollcmivis 定出了那些能作出两、三和四根这种线的点的位置. 
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他对每种圆锥曲线定出了那样一些点的 轨迹： 从轨迹这一边的点 
能作一定数目的法线,而从轨迹另一边的点能作另一数目的法线. 
这轨迹现今叫圆锥曲线的渐屈线（但对它本身 Apollonius 未加讨 
论)，或者说是圆锥曲线上“邻近”法线交点的轨迹，或者说是圆锥 
曲线上法线族的包络.例如，从椭圆渐屈线内部任一点可向椭圆 
作四根法线(图4.31)，而从其外部任一点可作两根法线.（有例 
外的点 .） 在抛物线的情形，渐屈线叫半立方抛物线（最早为 
William Neile [1637 〜 1670] 所研究)（图 4.32). 从半立方抛物线 
上方平面的任一点能作抛物线的三根法线，从其下方平面的任一 
点只能作一根法线.从半立方抛物线上的点可以作两根. 


图 4.31 图 4.32 

第六篇讲述全等圆锥曲线、相似圆锥曲线及圆锥曲线弓形. 
这弓形也象圆的弓形那样就是由圆锥曲线的弦所割出的一部分面 
积. Apollonius 又指出怎样在一给定的直角圆锥上作出与一已给 
圆锥曲线相等的圆锥曲线. 

第七篇里没有什么突出的命题.它讲述有心圆锥曲线两共轭 
直径的性质. Apollonius 把这些性质和轴的相应性质加以比较. 
例如，若一椭圆或一双曲线的轴是《及&，而&及 V 是其两共轭 
直径，则又，椭圆任意两共轭直径上的正方形之和 
等于其两轴上的正方形之和.对双曲线也有相应的命题，不过上 
面命题中的“和”要换成“差”.又，对于任一椭圆或双曲线,其任何 
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两共轭直径与其夹角所定的平行四边形的面积，等于其两轴所定 
矩形的面积. 

第八篇已失传.它所含命题，也许是关于怎样定出（有心)圆 
锥线的共轭直径，使其长度的某些函数具有给定的值. 

Pappus 提到了 Apollonius 的其他六部数学著作.其中一部 
叫《论切触它的内容由 Vieta 重新整理出来.该 
书中含有著名的 ApoUoniua 问题：任给三点、三线或三圆，或三者 
的任意组合，求作一圆过给定的点并切于所给直线或圆.许多数 
学家，包括 Vieta 和 Newton 都给出了这问题的齡. 

Euclid 和 ApoUonius 的严格演绎式的数学论著，使人感到似 
乎数学家是用演绎推理搞出发明创造来的.但我们回顾 Euclid 
之前三百年间的数学活动，就应该看到证明之前必先有猜想，综合 
之前必先有分析.事实上，希腊人对于从简单演绎法得出的命题 
是不很看得起的.希腊人把那些能从定理直接推出的结果称作系 
或衍论. Proclus 把这种无需费多大力气得出的结果称做横财或 
红利. 

我们还没有讲完希腊天才学者对数学的贡献.我们迄今所讲 
的是属于古典希腊时代的内容；我们还要讲公元前300年左右到 
公元600年那一段辉煌的时期.但在翻过这一页之前让我们提醒 
读者，古典时期的贡献有比数学内容 更重要之处; 它创造了我们今 
H 所理解的那种数学.它坚持用演绎法来作证明，重视抽象而不 
S 视具体，这些都决定了数学的性质.至于它选杼一组最窩于成 
杲而又非常易于为人接受的公理这种做法，它对几百个定理的猜 
测和证明，则又大大推动了这门科学的向前发展. 


参考书目 

Ball, W. W. £ouso: A Short Account of the History of Mathemctic, ， Dor:r 








希腊亚历山大里亚 时期: 
几何与三角 


如果不知道远 * 古希腊各代前荤所建立和发 I 的概念、方 
法和结采，我们就不理解近五十年来数学的目标，也 
不可能理解 t 的成就. 

Hermann Weyl 


1. 亚历山大里亚城的建立 

数学的进程在很大程度上取决于历史的进程.居于希腊本土 
北部的一族希腊人马其顿人的征略战果，使古典希腊文明归于沦 
亡，而为另一种基本上属于希腊式但性质很不相同的文明开辟了 
道路.征战是在公元前 362 年由马其顿的 Philip 二世开始的. 
公元前 338 年雅典被击败.公元前 336 年 Philip 的儿子 Alexander 
the Great 挂帅后征服了希腊、埃及和近东，往东远及印度，往南远 
达尼罗河的上游.他足迹所至遍筑新城，既作为征略堡垒，又作为 
商业中心.位于 Alexander 帝国中央并原拟作为其首都的主要新 
城亚历山大里亚，是在公元前 332 年建立于埃及的. Alexander 亲 
自选定地址并制定该城的房屋修建与移民计划，但这项工作在其 
后多年迄未完成. 

AlexantJw: 打算让他的新帝国具有世界性的文化.由于当时 
[他所知道的]另外一个唯一的主要文明是波斯文明， Alexander 
就蓄意要把这两种文明融合起来.公元前 326 年他自己同波斯统 
诒者 Darius 的女儿 Statira 结婚，并强迫他的几百名部将和一万 
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名战士娶波斯人为妻.他把两万名波斯兵编入他的军队，和马其 
顿人混在同一战阵里.他又把各族移民送到他所建立的城市中 
去.在他-后发现有他的手诏要把大批欧洲人迁到亚洲，把大批 
亚洲人迁到欧洲. 

公元前323年 Alexander 在征战之际死去，未能完建他的首 
都.他死后部下将领彼此争权.经过几十年的政局动荡，帝国终 
于分裂为三个独立的部分.欧洲部分变成安提哥那帝国（由希腊 
将领 Antigonus 得 名)； 亚洲部分变成塞流卡斯帝国（由希腊将领 
Seleacus 得 名)； 埃及归希腊 Ptolemy 王朝统治，成为第三个帝 
国.安提哥那统治下的希腊和马其顿渐次为罗马兼并，在数学发 
展上变得无足轻重.塞流卡斯帝国里的数学主要是巴比伦数学的 
延续，但也受本章内所讲一些发展的影响.继古典希腊时代之后 
的重要数学创造是在 Ptolemy 帝国里——主要是在亚历山大里 
亚城作出的. 

Ptolemy 帝国之所以成为古典希腊数学的后继者并非偶然的 
事.该帝国的君王是贤明的希腊人，他们继续执行了 Alexander 在 
亚历山大里亚建立文化中心的计划.执政于公元前323到285年间 
的 Ptolemy Soter , 公元前285到247年间的 Ptolemy 二世 (Soter 
的直接后任，被人誉为 Philidelphus ——意即“仁君”)，公元前 
247到222年间的 Ptolemy Euergetes , 他们都懂得希腊 Pyth ^ o - 
ras , Plato 和 Aristotle 这些大学派所遗文化的重要意义.所以 
这几位统治者把当时所有文化中心的学者都请到亚历山大里亚， 
用国家经费供养.约在公元前290年之际 ， Ptolemy Soter 修建 
一个供学者从事研究和教学的学术中心.这所建筑是奉献给艺术 
之神 ( muses ) 的，此后以艺术宫 ( Museum , 艺神之宫，其后转义为 
“博物馆”，‘“陈列馆”)之称闻名于世.这里面住着当时的诗人，哲 
学家，语言学家，天文学家，地理学家,医生，历史学家，艺术家，以 
狄当代大多数著名的希腊数学家， 
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在艺术宫邻近， Ptolemy 修建了一个图书馆，不仅保存重要文 
件，而且供公众使用.据说这图书馆里的藏书一度达750,000卷， 
其中包括 Aristoble 和他的继承人 Theophrastus 的私人藏书.此 
外，因为埃及草片纸供应方便，使亚历山大里亚时期比在古典希腊 
时代更容易得到图书.事实上，亚历山大里亚城成为古代抄 | 业 
的中心. 

Ptolemy 诸王继续执行 Alexander 鼓励民族融合的政策，因 
此希腊人、波斯人、犹太人、埃塞俄比亚人、阿拉伯人、罗马人、印度 
人和黑种人可以毫无阻碍地进入亚历山大里亚自由混居.贵族、 
平民和奴隶摩肩接踵，古代希腊社会的阶级差别崩溃了.又因经 
商者所带来的以及学者为更多地了解外部世界而专门组织的远征 
考察队所带来的知识，使埃及文明受了更多外界的影响.于是人 
们的思想眼界开阔了.亚历山大里亚人的远程海道航行，需要他 
们有更好的地理知识，更好的报时方法和航海技术，同时商业竞争 
使人注重物质材料、生产效能和改进技术.古典时期为人所鄙弃 
的工艺又以新的热情为人所重视，训练工艺的学校也办起来了. 
纯粹科学仍有人钻研，但也注重了应用. 

亚历山大里亚人所创造的机械设备即令是按现代标准来说也 
是惊人的.从井槽里抽水的水泵，滑车，尖劈，渔具，联动齿轮，同 
现代汽车中所用者差不多的里程计，在当时普遍采用.每年的宗 
教游行节日都有用蒸汽推动的车通过该城街道.庙宇祭坛里用秘 
藏在器皿里的火加热水和空气使神像活动.虔诚的善男信女惊讶 
地看到神像举手向他们祝逋，看到枓像淌泪，并给他们倒出圣水. 
水力被人用来弹奏乐器，并使泉头的人像自行移动，而且又用压缩 
空气来放枪.人们发明新的机械仪器一•包括改进了的—— 
来作更粮密的天文测量. 

亚历山大里亚人对声和光这类现象有髙深的知识.他们知道 
光的反射定律,对折射定律也有经验体会(第7章第7节)，他们利 
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用这些知识来设计镜子和透镜.在这一时期里首次出现一本关于 
冶金的著作，其所含化学比早期埃及和希腊学者所懂得的少量经 
验事 实丰富得多.毒药是一种专门的学问.医学也兴旺发达，部 
分是因为古典希腊时代所禁止的人体解剖这时可以搞了，医疗术 
在 Galen(129-201 年左右）的工作中到达登峰造极的地步，不过 
Galen 主要住在 拍加蒙 (Pergamum) 和罗马 (Rome). 流体静力学, 
即关于浸在水内物体的平衡性质的科学，受到深刻的研究，而且确 
实奠定了有系统的基础.他们最大的科学贡献是第一次建立了真 
正定量的天文理论(第 7 章第 4 节). 


2. 亚历山大里亚希腊数学的特性 

艺术宫里学者们的工作分成四大部门一文学，数学，天文 
和医学.由于其中两门主要是数学，而医学通过占星术也包含一 
些数学，可见数学在亚历山大里亚学术界里占有主导 地位. 数学 
的性质受新文明和新文化的影响非常之大.不管数学家自己认为 
他们这个学科多么清高，说他们怎么与世无争和鄙视俗世，这新的 
希腊文明确实产生了与古典时期性质全然不同的数学. 

Euclid 和 Apollonius 当然是亚历山大里亚人；但如前所说， 
Euclid 整理了古典时期的工作， ApoUonius 在他整理和发扬古典 
希腊数学这方面也是个特殊人物，虽然在他的天文和关于无理数 
的著作(两者在以后几章里都要讲到)方面颇受亚历山大里亚文化 
的影响.亚历山大里亚的其他几位大数学家如 Archimedes, 
Eratosthenes, Hipparohus, Nicomedes, Heron, Menelaus, Pto 
lemy, Diophantus 和 Pappus 肯定仍在理论和抽象的数学上显 
露希腊人的天才，但性质与前大不相同.亚历山大里亚的几何主 
要专攻那些对于计算长度、面积和体积有用的结果.这类定理诚 
然也出现在 Euclid 的《原本*里，如第十二卷的命题 10 说任何冏 
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锥是与其同底等髙圆柱的三分之 一, 因而若知圆柱体积便可算出 
圆锥体积等等.然而相对地说来，这类定理在 Endid 书中是少见 
的，但它们对于亚历山大里亚的几何学家却是主要的研究对象. 
因此 Euclid 在证明了两圆面积之比等于其直径平方之比以后就 
心满意足(它使我们知道圆面积 A = 但不知 A 值)，而 Arohi - 
inedes 却要得出 or 的准确近似值，以便算出圆面积来. 

其次，由于古典希腊数学家不愿把无理数当作数来接待，所以 
他们搞出了纯粹定性的几何学.亚历山大里亚数学家则沿袭巴比 
伦人的做法，毫不犹豫地使用无理数，而且实际上就把数自由应用 
于长度、面积和体积.这项工作的高峰是三角术的发展. 

更重要的一件事是亚历山大里亚数学家唤起了算术和代数的 
新生，把它们发扬光大并使之成为独立的学科.如果要从几何结 
果或从代数的直接应用获得定量的知识，发展关于数的科学当然 
成为必要之事. 

亚历山大里亚数学家也积极参与力学方面的工作.他们算出 
了各种形体的重心•，他们研究力、斜面、滑车和联动 齿轮； 他们往往 
也是发明家.他们又是当代在光学、数学地理、和夭文学研究方面 
的主要工作者. 

古典时期的数学包括算术(只是研究整数的)、几何、音乐和天 
文.在亚历山大里亚时期，数学的范围扩大得无法限制. Proolus 
根据罗德斯 ( Rhodes ) 的 Gemimis (公元前一世纪)的材料，引述后 
者对数学的分类(可能就是 «eminus 时代的分 法)： 算术(今日的 
数论)、几何、力学、天文学、光学、测地学和声学以及实用算术. 
据 Proclus 的引述， Geminos 说:“整个数学分为两大部分，其不同 
之点 在于: 一部分是研究心智性概念的，而另一部分是研究物质性 
概念的算术和几何是心智方面的，其余部分是物质方面的.但 
这种分法(虽或在公元前一世纪末尚受重视）以后就慢慢没人注意 
了.我们大致上可以这样说，亚历山大里亚的数学家同哲学断了 



3. ArchiEcdes 关于面积和体积的工作 


交，同工程结了盟. 

我们先讲他们在几何与三角方面的工作，下章要讨论算术和 

代数. 


3. Archimedes 关千面积和体积的工作 

若要拿一个人的工作成就来代表亚历山大里亚时期的数学特 
性，谁也不能比 Archimedes (公元前287〜212年)更合适的了. 
这位古代最伟大的数学家是一位天文学家的儿子，生于叙拉古 
( Syracuse ), 当时西西里岛的一个希腊殖民城市.他青年时代去 
亚历山大里亚受教育.虽然他以后回到叙拉古并在那里度过其余 
年，但他始终与亚历山大里亚保持联系.他在希腊学术界很有名， 
很受同时代人的钦佩与尊崇. 

Archimedes 才智高超，兴趣广泛（无论是实用方面和理论方 
面的)，并具有非凡的机械技巧.他的数学工作包括用穷竭法求面 
积和体积，计算 w (在这过程中他算出了平方根的不足近似值和过 
剩近似值)，并提出用语言表示过剩近似值的一种新方案.在力学 
方面，他算出许多平面形和立体形的重心并给出杠杆定理.论述 
水中浮体平衡问题的流体静力学的基础是他奠定的.他也以一个 
优秀的天文学者闻名于世. 

他的发明创造超出当代技术水平如此之远，以致后代流传了 
无数关于他的传说和故事.在一般人的心目中，他的发明比他的 
数学还重要，虽然他和 Newton 、 Gauss 并列为三个最大的数学家. 
他在年青时造了一个行星仪 ( planetarium ), 那是一个用水力推动 
的模仿太阳、月球和行星运动的机构.他发明一种从河上提水的水 
泵 ( Archimedes 螺旋提水器)；他说明怎样用杠杆挪动 重物； 他给 
叙拉古的国王 Hieron 造了一组复杂的滑车把船吊到河里•他在 
叙拉古遭罗马人攻击时发明军器和投石炮来防守，他利用抛物镜 
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面的聚焦性质，把集中的阳光照到攻城的罗马船上把它们焚毁. 

关于 Archimedes 的最有名的故事也许要算他发明测出金王 
冠掺假的方法.叙拉古王定做了一顶王冠,交货后他怀疑其中掺杂 
贱金属，就让 Archimedes 测定王冠所含材料，而不得把金冠弄毁. 
一天他在洗澡时看到他的部分身体被水浮起，就突然发现了解决 
这一问题的原理.他为此非常兴奋，竟然光着身子跑到街上高喊 
“ 有啦! ” (Eureka!) 他发现浸在 水里的 物体所受的浮力等于其所排 
出的那部分水的重量，而用这原理便可测定金冠的成分(见第7章 
第6节). 

虽然 Archimedes 的发明搞得异常巧妙和成功，但传记家 
Plutarch 却说这些发明只不过是“研究几何之余供消遣的玩意 . ” 
据 Plutarch 所说， Archimedes “志气如此之髙，心灵如此之幽深， 
科学知识如此之丰富，以致虽然他的这些发明使人们把他看得神 
乎其神，他却不屑把这些东西写成书流传后世，把所有直接为了使 
用和谋利的机械和技巧都看作是鄙贱之事，而一心追求那美妙的、 
不夹杂俗世需求的学问但是 Plutarch 在编写故事方面的声誉远 
远超过作为历史学家的声誉. Archimedes 的的确确写过一些力学 
机械方面的书，我们知道他有一本书的书名叫《论浮体 Floa ~ 
tmg Bodies ) ，另 一本叫《论平板的平衡》 （ On 如 Equilibrmm of 
Planes )-, 其他两本《论杠杆论重心 
Gravity ) 已失传. 他还写过光学方面的失传了的著作，他并非不 
'屑于写书记载他的发 明的； 还有一本书虽也失传但我们知道他是 
确实写了的，那就是《论制 作球: Sphere - maJcmg ), 这是讲他怎 
样发明一个仪器模仿日、月和五个行星绕（固定的)地球运动的. 

Ardiimedes 的死预告了整个希腊世界将要遭受的命运.在 
迦太基 ( Cartlwse ) 和罗马的第二次布匿战争 (Punio war ) 期间，叙 
拉古于公元前416年和迦太基结盟.公元前212年罗马人攻入叙 
拉古.当 Archimedes 在沙地上画数学图形时，一个刚攻进城的罗 
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马士兵向他喝问.据传说， Archimedes 是那样出神地在搞他的数 
学以致没有听到那罗马兵的喝问，于是那个兵就杀死了他，尽管罗 
马主将 Marcellus 曾有令不许杀害 Archimedes . 当时 Archimedes 
七十五岁，仍是精力充沛之时.为示“补偿”，罗马人给他造了一个 
费工很多的陵墓，墓碑上铭刻了 Archimedes 的一个著名定理. 

' Archimedes 的著作都以小册子的形式出现而不是大部头巨 
著.我们对这些著作的知识都来自希腊文手稿和自十三世纪起从 
希腊文翻译的拉丁文手稿.有些著作现只存拉丁文译本 . 1543年 
Tartaglia 确曾把 Archimedes 的一些著作译成拉丁文. 

Archimedes 的几何著作是希腊数学的顶峰.他在他的数学 
推导里应用 Euclid 和 Aristaeus 的一些定理以及其他一些他说是 
显然可知的结论——即是说可以很快从已知结果推出的事实•因 
此他的证明是有切实根据的但不易被我们看懂，因我们不熟悉希 
腊几何学家的许多方法和结论. 

Archimedes 在他的《论球和圆柱》 (On f 如 Sphere a-nd Cylinder ) 
一书中先讲述定义和假定.第一个 
假定(或公理)说相同两端点间的所 
有(曲）线之中以直线为最短.其他 
公理谈到凹曲线的长度和曲面.例 
如，图 5.1 中的是假定为小 
于的. Arohimedes 用这些公 
理就可把圆周长和内接、外切正多边形的周长进行比较. 

他在第一篇中论述几个预备性的命题后，证明了 
命题 13. 任一正圆柱(不计其上下底）的表面积等于一圆的面积， 
该圆半径是圆柱高与底直径的比例中项. 

接着讲许多关于圆锥体积的定理.很值得指出的& 

命题 33. 任一球面积等于其大圆面积的四倍. 

命题34的推论.以球的大圆为底以球直径为髙的圆注，其体 
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积是球体积的3/2,其包括上下底在内的表面积是球面积的 3/2. 
这里他把球的面积和体积同外切球的圆柱的面积和体积进行 
比较.这就是那个根据他的遗愿铭刻在 
他墓碑上的著名定理. 

然后他在命题42和43里证明球缺 
ALMNP 的表面积等于以 AL 为半径 
的圆的面积（图 5.2). 球缺小于或大于 
半球都行. 

关于曲面彤面积和体积的定理是用 
穷竭法证明的. Archimedes 用内 G 和 
々:、切的直边形来“穷竭”那个面积或体积，然后也同 Euclid 一样用 
间接证法来完成论述. 

«论球和圆柱》的第二篇内容主要是关于球缺的，其中有些定 
理值得指出，因它们含有新的几何代数内容.例如他 给出： 

命题 4. 用平面割球为两段，使其体积之比等于所给之比. 

这个问题从代数上讲相当于解三次方程、 

( a — x ) : c ^= b 2 : x 2 , 

Archimedes 通过求一抛物线与一等轴双曲线的交点，用几何方法 
解出这一方程. 



«论劈锥曲面体与球体 Oonoids and / Spheroids ) —书论述 
圆锥线旋转形体的性质. Archimedes 所说的直角劈锥曲面体是 
指一旋转_物面.（在 Archimedes 之时仍把抛物线看作是直角圆 
锥的截面 .） 钝角劈锥曲面体是指旋转双曲面的一支 . Archimedes 
的所谓球体是我们今天所说的椭球(扁球体或橄榄球体)，也就是 
椭圆旋转体.这书的主要目的是求这三种形体为平面所割一部分 
的体积.书中还含有 Archimedes 在圆锥曲线方面的研究(在讨论 
ApoUonios 著作时已提及).正如在他所写的别的书中一样，他假 
定了一些他认为易于证明或可用他过去所讲方法证明的定理 .if 
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多证明是用穷竭法的.其内容可举下列几个命题 为例： 

命题 5. 若和分别是一椭圆的长、短轴， d 是任一圆的 
半径,则椭圆与圆的面积之比等于汉与#之比. 

这定 理说： 若如是长轴，26是短轴，而 s 和 s ' 是椭圆和圆的 
面积 ，则* / s ’ = 4 a 6/ rf a . 由于 *’=*(3 r /4) rf 3 , 故 s = 3 ra 6. 

命题 7. 给定中心为 C 的一椭圆，以及垂直于椭圆所在平面的一 
根直线 C 0, 可作一以0为顶点的圆锥，使所给椭圆为其一截面. 

Archimedes 显然知道从同一圆锥至少可得出几种圆锥曲线 
中的某些种.这是 Apollonius 用过的事实. 

命题 11. 若一旋转抛物体为一通过轴或平行于轴的平面所截，则 
截面为原来生成那旋转体的抛物线所围平面……若以垂直于轴的 
平面截，则截面是中心在轴上的圆. 

对旋转双曲体和(椭)球体也有类似的结果. 

这书的主要结果 还有： 

命題 21. 旋转抛物体任一截段的体积是同底同轴圆锥或锥台体 
积的两倍(原文是“一半”——译者). 

底是决定截段的那个平面从旋转抛物体所截得的平面图形 
(椭圆或圆）的面积（图 5.3). 抛物 
线及底面上的 J 5 C 是由过旋 
转轴且垂直于原截面的那个平面截 
出的.丑 f 是抛物线上平行于 SC 
的一根切线，3是切点.过 溢作平 
行于旋转轴的直线这是截段 
的轴.可以证明刀是 CB 的中点. 

又，若底是椭圆，则是 长轴； 若 
底是圆，则0£是其直径.圆锥与截段有相同的底，其顶点为 
其轴为4认 

命題若以任意两平面从旋转抛物体截出两段，这两截段(体 
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积)之比等于其轴的平方之比. 

为举例说明这定理，设两平面 
是垂直于旋转抛物体之轴的（图 
5.4), 则此两体积之比等于 AT 2 比 
AN ' 对旋转双曲体和椭球体也 
有类似定理. 

Archimedes 有一些思想新颖 
的著作，其中之一是题为《方法:的短篇论文，在那 
里他指出怎样用力学的思想得出正确的数学定理.这作品是直到 
1906年这样晚近的年代才在君士坦丁堡的一个图书馆里发现的. 



图 


手稿是十世纪抄写的羊皮纸本，包括早从其他来源业已知悉的 


Archimedes 的其他作品 . Arohimedes 以 
求抛物线弓形的面积为例，来说明 
他发现数学定理的方法（图 5.5). 在这个 
基本上属于物理性质的推理过程中，他利 
用了在别处得到的关于重心的一些定理. 

ABC 是直线和弧 ABC 所围的任 
一弓形.设是抛物线在 C 处的 切线； 
D 是 CL 4 的 中点； 又设 7 XB 丑是通过 D 的 
一直径(平行于抛物线轴的直线).于是 
4 rchimedes 提出 Euclid «二次曲线》中的 
结果 

(1) EB = BD , 

但 Euclid 对这一事实的证明于今未知. 



现作平行于丑 Z ), 并设交 f 于苳. 图 5 5 

于是根据 (1) 和相似三角形的关系，可证把 C . 乙延长 
到使 C 7 Z = £ T 丑.其次，令 i / WPO 是抛物线的任一直径.于 


是根据 (1) 及相似三角形之理得 MJV ^ NO . 
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现在 Archimedes 把弓形和三角形 GFA 的面积一起进行比 
较.他把弓形面积看作是由 P 0 这种线段积成的，把三角形面积 
看作是由 M 0 这种线段积成的.然后他证明 
HK - OP ^ KN - MO . 

上式从物理上讲的意 思是: 若把 Z 丑和兄况看作杠杆的两臂，其 
中兄是支点,则若把 0 P 看作是放在丑处的重物，它就会与放在 
及处的重物別0相平衡.因此，把所有象 P 0 这样的线段放在 
处，将与所 有象亚 0 这样的线段各自（把质量)集中于其中点（该 
线段的重心)后放在丑处的重量相平衡.但把所有线段财 0( 的质 
量)集中于其重心处“相当”于把三角形 CAF (的质量)集中于其 
重心处. Archimedes 在其《论平板的平衡》—书中证明这重心是 

上的点尤，这里有 [Z = ( l /3) d . 根据杠杆 定律： KX - 

三角形的面积•抛物线弓形的面积，或即 

AGFA —U 
⑷ 弓形 KX .1* 

Archimedes 还想找出弓形和三角形乂的面积关系.他指 
出这三角形（的面积)是三角形的一半，这是因为两者有公 
共的底边 CM , 而前者的高很易于证明是后者髙的一半.而三角 
形06^4(的面积)又是三角形(的面积)的一半（因为是 

的一半).因此三角形 ABC 是三角形的一半，于是根据 
(2) 他就得出弓形 ABG 与三角形 ABC 的面积之比是4比 3. 

在这种力学方法里， Archimedes 把抛物线弓形和三角形 OF A 
的面积看成是无穷多线段之和.他说这种方法是用于发现定理的 
方法而不是严格的几何证明.他在这篇论著中用这方法发现关于 
球段(或球缺)、圆柱段、椭球段和旋转抛物段的一些定理，以说明 
这种方法是多么用之有效. 

Archimedes 在他的《抛物线的求积书中给出求抛物线弓 
形面积的两种 方法. 第一种方法同刚才讲过的力学方法类似，即 
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仍用杠杆原理论述面积之间的平衡，但面积的选取法不同.他的 
结论当然同上面的⑵一样.这是在命题16中给 出的. Archimedes 
得知这一结果后就想证明它，并着手依靠一系列定理（命 M 
18〜 24) 作出严格的数学证明. 

第一步是证明抛物线弓形可为一系列三角形所“穷竭 ” .U 
QP 以图 5.60)) 是抛物线弓形，并设是直径，它平分弓形中 
所有平行于底边 Qg 的弦，因而厂是的 中点. 从直观上显然可 
以看出并在命题18中 证明： P 处的切线平行于其次作 C 及 
及咚平行于 PF . 于是三角形 QPq 是平行四边形 QRSq 的一半, 
所以三角形 QPq 大于抛物线弓形的一半. 

作为这定理的一个推论， Archimedes 证明抛物线弓形可用一 
个多边形任意接近，因若在 PQ 所割出的弓形里(其中是该 
弓形的直径)作一三角形后，可用简单的几何(命题 21) 证明： 三角 
形的面积 一 (1/8) 三角形 PQp 的面积（图 5.6(6)). Q 此 
三角形 PP,Q 和作在上的三角形尸巧叭它也有三角形 PPiQ 
那样的性质)合在一起是三角形 ㊈ 的1/4;而且根据上一段的 
结果， 这两个较小的三角形填满所在的抛物线弓形的一半以上. 
在新弦 QPi , PxP , Wi , 和上作三角形的过程可以继续做下 
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去.这部分证明同相应的 Euclid 关于两圆面积定理部分的证明 
完全类似. 

因此我们就有了足够的条件，可以应用 Euc ] id « 原本》第十 
篇的命题1;就是说，现在可以说抛物线弓形可用这样的多边形面 
积来逼近，它是在原来的三角形上加添一系列三角形而得出 
的，即可用面积 

⑻ APQg + (1/4) APQg +(1/16) APQg … 

中取有限项来 逼近; 换言之，弓形面积与 (3) 中取有限项之和的差 
可以弄得比任何预先指定的量小. 

然后 Archimedes 用间接证法来完成穷竭法所作的证明•他 
先证明，对于公比为1/4的几何数列的头《项有 
⑷ • A 1 +_4 a + …(1/3)_4„= (4/3) i 4 i . 

这可用多种方式立即证明；我们可以用几何级数头《项之和的公 
式来做.在应用 (4) 时， A 就是三角形 PQg . 

然后 Archimedes 证明抛物线弓形的面积义不能大+或等于 
(4/3)2,. 他的证明无非 就是： 若面积义大于(4/3)^^，那他可以 
取一组(有限个)三角形，使其和与弓形面积之差小于任一给定的 
量，因此可使和 汉大于 (4/3)4 ，即 

^>^>( 4 / 3 )^!. 

但据(4)，若汉有 w 项（比方说)，则 

S+(l/S)A m ^(4/3)A 1 , 

或 ^<(4/3)^. 

于是就得出一个矛盾. 

同样，若设抛物线弓形面积义小于(4/3)^^，则(4/3)為一』 
是一确定的数.由于 Archimedes 所作的三角形是愈来愈小的，所 
以他可得出这样一系列内接三角形，使 
⑹ (4/B)A 1 -A>A m , 

这里尤是序列中的第 w 项，它在几何上代表2"*- 1 个三角形之和. 



但因据 (4) 有 
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⑹ + 儿+… +』m + 备丄^去 

于是 

4 』 1 _ (」1 + ^42 — .. + -^m) = -g- 
或 

(7) 鲁(^+义十…+人)<4. 

于是从 (5) 及 (7) 得 

⑻ 2i+]a + … 

但内接三角形之和总小于弓形面积.因此 (8) 是不可能的. 

当然， Archimedes 实际上求出了无穷几何级数的和，因当 
(4) 中的 n 变为无穷时 4* 趋于0,于是无穷级数之和为 4 A 1 /3. 

Archimedes 用力学方法和数学方法求抛物线弓形面积的著 
作说明他对物理论证和数学论证分得何等清楚.他的严格性比 
Newton 和 Leibniz 著作中的高明得多. 



Archimedes 在他的著 
作《论螺线》(0« Spirals ) 中 
是按下述方式来定义螺线 
的.设有一直线(射线)保持 
在一平面内绕其一端勻速转 
动，而同时从固定端起有一 
点沿该直线匀速 移动； 这时 
动点就会描出一螺线.用我 
们的极坐标，这螺线的方程 


是图 5.7 所画的那个曲线，沒是以顺时针方向作为正方 
向的.著作中最深刻的结果是 

命题 24. 螺线第一圈与初始线所围的面积[图中有阴影线部分的 
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面积]等于第一个圆的三分之一. 

第—个圆是半径为 (52 的圆 ，这半径等于 2jm, 因此阴影线部 
分的面积是龙(2 抓) a /3. 

证明是用穷竭法做出的.在为这做准备的前几个定理中，他 
把螺线的一段弧 BPQi 2 C ( 图 5.8) 和两根径矢及 0 C 所围的 
面积夹在两组扇形中.如 
Bp\ Pq\ Qr\ …是以0为 
心的圆弧，同样 P 6, Q ?， 

Rq, …也是圆弧.内接的 
一组扇形是0與 OPg 1 , 

OQr\ …而外接的一组扇形 
是 OPb ， OQp ， ORq，.' 子 
是这里就用扇形代替穷竭法 
中作为近似形的内接和外切 m 58 

多边形.（我们在微积分里确定极坐标图形的面积时也用这种近 
似图形. ） 这种穷竭法的新颖之点是 Archimedes 选取了愈来愈小 
的扇形，使螺线弧下面的面积与有限个“内接”扇形之和(还有有限 
个“外接”扇形之和）的差比任意给定的量还要小.这样来穷竭所 
求面积的方法，同靠增添愈来愈多的直边形来“穷竭”的方法是不 
一样的.不过在最后的一部分证明里， Archimedes 也象他在征 
抛物线面积时一样，和 Euclid 在用穷竭法的证明里一样，采用间 
接证法.这里没有明 J 的极限步骤. 

Archimedes 也给出径矢绕0转完两圈后螺线弧所围的 面积； 
此外还有面积方面的有关结果.附带指出，后代数学家曾用螺线 
来三等分(而实际上也是任意等分)一个角. 

阅读 Archimedes 的几何著作后，立即可以看出他所关心的是 
要得出关于面积和体积的有用的结果.他在这方面的工作以及一 
般数学工作，从所得结论说没有什么了不起,其方法和对象也没有 
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什么特别新颖之处，不过他处理了很难的而且是前人所没有搞过 
的向题.他常说他是读了前人著作后得到启发想起搞这些问题 
的;例如， Eudoxus 关于棱锥、圆锥和圆柱的著作 (Euclid« 原本》中 
所载)启发 Archimedes 搞球和圆柱，化圆为方的问题扁发他搞抛 
物线弓形的求积问题.但 Archimedes 在流体静力学方面的工作完 
全是独 创的； 他在力学方面工作的新颖之点是他给出了数学证明 
(第 7 章第 6 节)..他的文字是优美、有条理、周密和有针对性的. 


4. Heron 关千面积和体积的工作 

Heron 生活在公元前 100 年 到公元 100 年之间的某段时期， 
此人不仅从数学史的角度看非常值得 注意， 而且也可显出亚历山 
大里亚时期的数_学特色. Proclus 称 Heron 为 ■mecAanicws ， 这 me- 
chanfcus 的意思可能相当于今天的机械工程师，并把他和他的老师 
发明家 Ctesibius 放 在一起讨论. Heron 又是 个优秀的测绘人员. 

Heron 工作的突出之点是他把严密的数学同埃及人的近似方 
法和公式融合在一起.一方面他写过 Euclid 著作的一本评注，采 
用 Archimedes (他确乎常常提到他)的准确结果，并在他自己的创 
作中证明 Euclid 几何的一些新定理.另方面他关心应用几何与 
力学，毫无顾虑地给出各种各样近似结果.他大胆使用埃及人的 
公式而且他的许多儿何在性质上也有埃及人的风格. 

在他的 《 量度》 ( 似对心 ^) 与《 几何 》 ((?eow^Hca) (后者我们只 
是通过别人根据他著作而写的一本书获知的）中， Heron 给出了 
求许多图形的平面面积、曲面面积和体积的定理.这些书里的定 
理并不是新的.关于曲边形,他利用 Archimedes 的结果.此外他 
还写了《测地术》(<?60</，0和《体积求法也是论述 
前两书中那些内容的.在所有这些著作中，他主要关心数值结果. 
" 在他的 讲测地术的 《 经纬仪— 书中， Heron 指出怎 
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样求一点到一不可到达点的距离以及可望而不可即的两点间的距 
离.他又指出怎样从一给定点向一不可达直线作垂线，以及怎样 
无需进入一块土地而求出其面积.这种做法的例子是三角形的面 
积公式 

■>/*(«—o) (s^b)(s—c)i 

这里 a , 6, C 是三边，*是周边的一半.这公式人们归功于他，但卖 
际是属于 Archimedes 的.公式出现在他的《测地术》中并在《经 
纬仪》和《量度》两书中有一个证明.在《经纬仪书中他指出怎 
样同时从山的两头开挖直的隧道. 

虽然 Heron 的许多公式是证明了的，但也有许多是未加证明 
的，而且也有许多近似公式.例]^他在给出上述准确的三角形面 
积公式的同，时又给出一个不准确的公式. Heron 之所以用许多埃 
及人的公式，原因之一是准确公式里有平方根和立方根，而测绘人 
员不能做这些运算.事实上，纯几何同测地术或测量术是有区别 
的.面积和体积的算法属于测地术，而测地术并不是普通髙等教 
育的一部分.它是教给洌绘人员、泥瓦匠、木匠和其他工匠的. 
Heron 继承和丰富了埃及冬的测地科学这一点是无容置疑的 〆 他 
关于测地术的著作几百年间一直被人们使用. 

Heron 把他的许多定理与法则用之于设计戏院、宴会厅和浴 
堂.他在应用方面的著述有《机械学«投石炮 
Construction of Catapults ), « 度量》 ( JVfeaswewieTrfs ), 《枪炮 设计》 
(The Design of Qvm ), « 压缩空气的理论和应以 
及《制造自动机的技术 》 [On the Art of Construction of Automata ). 
他作出了水钟、测量仪器、自动机、起重机和作战武器的设计. 


S . 一些特殊曲线 

古典希腊数学家虽也引进并研究过一些不常见的曲线如割圆 
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W 线，但几何上只许研究用尺规所能作的图形这一禁令把那些曲 
绞打入冷宫.亚历山大里亚时代的人则比较能够冲破这种限制， 
所以 Archimedes 可以苎无顾虑地引入螺线.在这一吋期里还引 
入了一些别的曲线. 



Kicomedes (约公元前200年)以他所定义的蚌线出名.他先 
取一点尸及一直线(图 5.9). 然后选定一长度并在从 P 
出发穿过的所有射线上，从交点起往前截取长度 a . 这样定 
出的端点便是蚌线上的点.例如图屮的 A , A 及 P 3 , 便是蚌线 
上的点. 

若6是从 f 到 AB 的垂直距离，且若射线上从其与交点 
处蛩取的长度 a 是朝向 P 侧的，则依 a = 6, 及 a <6 三种情 
形而得其他三种曲线.因此蚌线共有四种，都是 Nicomedes 所定 
义的.这曲线的极坐标方程是 r=a+6sec(9. Nicomedes 利用这 
曲线来三等分角和作出倍立方体 (1> . 

据说 Nicomedes 发明了绘蚌线的仪器.仪器本身的性质远不 
如当时的数学家之热中于制作仪器一事重要. Nicomedes 蚌线和 
直线及圆是最早能用仪器绘出的曲线，也是最早比较为人们所熟 
知的. 

Dioclcs (公元前二世 E 采)在其《论点火玻璃》(0« Burwmg- 
夕 lostw ) —书中引用所谓蔓叶线解决了倍立方问题.这曲线的定 

0) 三等分角法在 T . L . Heath 的 《 I ； ucIld 原本十三；—书中给出.1956年 
DcnrOS 印)版，卷 1, 263页. 
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义 如下： 设及 CD 是圆的互相垂直的直径 （135.10), EB 及 
是相等的弧段.作 Z 丑垂直于 CZ ), 再作 M ). ZH 与£1)的 
交点便给出蔓叶线上一点 ■?. Diooles 
把弧上所有的 E 及 BD 弧上所有的 
名（孤所定出的一切点 P 
的轨迹叫做蔓叶线.我们可以证明 
CH . HZ ^ HZ : HD ^ HD : HP . 

所以丑 Z 和丑 D 是 C 丑和丑 P 之间的 
两个比例中项.这就解决了倍立方问 
题.若取0为原点， a 为半径， 02) 及 
0 A 为坐标轴，则蔓叶线的直角坐标方程 
是— aO s . 这方程所表示 
的曲线包括图中曲线的弯折部分，而这一部分是 Diocl 你所 未曾考 
虑的. 



6. 三角术的创立 

亚历山大里亚时期希腊定量几何学中一门完全新的学科是三 
角术 • 这是 Hipparchus , Menelaus 和 Ptolemy 所创立的.这学科 
是由于人们想建立定量的天文学，以便用来预报天体的运行路绞 
和位置以帮助报时，计算日历，航海和研究地理而产生的. 

亚历山大里亚希腊人的三角术是球面三角，但也包括了平面 
三角的基本内容.球面三角需要先懂球面几坷，例如大圆和球面 
三角形的许多知识是他们早就知道的；这是在 Pythagoras 派晚期 
用数学東研究天文学后就有人研究了的. Euclid 的《现象 》— 书 
(它本身是根据前人著作写的)就含有一些球面几何.它的许多定 
理是用来探究恒星的表观运动的 . Theodosius (约公元前20年） 
在他的《球面学》(^你知伽)中搜集了当时的拔面几何知识，但 
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这著作不讲定量知识，所以不能用来处理希腊天文学的基本问题 
——夜间根据恒星位置来测定时间. 

三角术的奠基人是 Hipparchus , 他生活于罗德斯和亚历山大 
里亚，死于公元前125年左右.我们对他所知颇少，而且大部分材 
料来自 Ptolemy , 他把三角术和天文学中的一些概念归功于 
Hipparchus . 他留给我们天文上的许多观测资料和发现，古代最 
有影响的天文学说(第7章第4节）以及地理学方面的著作.现存 
的 Hipparchus 的著作只有他的《对 Eudoxus , 和 Aratus 所著 〈现 
象〉 ( Phaemena ) 一书的评注 》 (Oornmentary on the Phaenomena of 
Eudoxus and Aratus ) . 我们确能看到的是罗德斯的 Geminus 写 
的一本天文入门书,其中有一些地方叙述 Hipparchus 研究太阳的 
工作. 


按照 Ptolemy 的说法和用法， ffipparohus 是这样论述三角 
术的： 他照着亚历山大里亚的 Hypsicles (约公元前150年)在其 
«论恒星的升起伽別 ings of the sftin ) —书中和公元前最 
后几个世纪的巴比伦人所做的那样，把圆周分为360°,把它的一 


直径分为120等份.圆周和直径的每一分度再分成60份，每一小 
份再继续照巴比伦人的六十进制往下分成60等份.于是对于有 
一定度数的给定的弧2足 Hipparchus (在其一本论述圆的弦的书 
中，现已失传)给出了相应弦的长度数.关于他究竟是怎样算出这 
呰来的,我们要在讨论 Ptolemy 的著作时讲到(那里讲述了他们两 
人的思想和成果). 

给定度数的弧所对应的弦的长度数目 
相当于今日的正弦函数.若弧丄 B 的圆心 
角是2«(图 5.11), 则按我们的说法有 
siiio = AO / OA , Hipparchus 给出的则不是 
sin a 而是当04分成60份时 2. AC 所含 
E 511 的长 度数. 例如，若 2 a 的弦含40份，则照 
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我们的说法有如《 = 20/60,或更为一般的形式 
⑼ sinoe =-^ ■•告 ( 2«所对弦 〉 (2 < x 所对弦 )• 

希腊三角术在 Menelaus (约公元98年)时到达顶点.他的主 
要著作是《球面学但显然也写了含六篇的《圆上的 
飢 Chords-a 和关于黄道带弧的下沉(或升起)的著作. 

阿拉伯人还把别的一些著作归之于他. 

现尚存阿拉伯译本的《球面学 h 此书分为三篇.第一篇是研 
究球面三角的，其中有球面三角形的概念，即是球面上由小于半圆 
的三个大圆弧所构成的图形.书的目的是对球面三角形证明那些 
相当于 Euclid 对平面三角形所证的定理.如，球面三角形两边之 
和大于第三边，球面三角形内角之和大于两直角，球面三角形的等 
边对等角. Menelaus 然后证明平面三角形里所不能类比的一个 
定理: 若两球面三角形的三个角彼此对应相等，则此两球面三角形 
全等.他还列出别的全等形定理和等腰三角形定理. 

Menelaus 的《球面学》的第二篇主要讲天文学，只是间接地涉 
及球面几何.第三篇含有一些球面三角的内容，并把它建立在该 
篇第一个定理的基础上.在那个定理里他假定有一个球面三角形 
乂(图5.12)，以及与三角形的边相交的任一大圆孤(必要时得 
延长).为陈述这定理，我们用现代的正弦记号,但在 Menelaus 的 
书里，这样一个弧的正弦(或球心处相应圆心角的正弦）却用 



图 5.12 图 0.13 
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AB 弧的双倍弦来替代.因此 Menelaus 的定理用我们的正弦来 
写就是 

sin .sin P a B >sm P 3 C = sinPjO^sinPs』*sin P,B. 

这定理的证明要依据平面三角形的相应定理（现仍叫 Menelaus 定 
理).对于平面三角形，定理是(图 5.13): 

PtA* P a B-P 3 G^ PjO- P a A- P 3 i?. 

Menelaus 没有证明关于平面三角形的这个定理.我们可以认为 
琮证明他早已知道，或已在他先前的著作中证明过. 

第三篇的第二个定理（若记三角形的角义所对弧为 0 ) 
可表述 为:若 ABO 及 A'B'C， 为两球面三角形， R^A^A', 0=0 1 
(或 C 与 C’ 互补)，则 


sirjc sin 〆 



第三篇的定理 5 里利用了弧的一个性质，它被认为是 Mene* 
Ians 时代已经知道的.这性质是：若有四个大圆弧从一点 0( 图 
5.14) 发出，而与 15777/ 是与四者相交的大圆弧，则有 


sin^j) fdni?C _ sin A'D 1 . sin B'C' 
sin DO sin Aft ^ sin l)'0' * sin A'B '. 



以后我们可以看到，在 Pappus 著作中 
的非调和比(或交比)概念里以及在后 
人射影几何的著作里重新出现了相 
应于上式左边或右边的表达式.球 
面三角里还有其他许多定理是属于 
Menelaus 的. 


希腊三角术的发展及其在天文上的应用在埃及人 Claadius 


Ptolemy (死于公元168年）的著作里达到了顶点 .C. Ptolemy 至 
少是属于这一姓的数学家族中的人，虽然他并非属于这一姓的王 
族. P 切〗 emy 生活奔亚历山大里亚，并在艺术宫里工作. 
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Ptolemy 在他的《数学汇编》 (Syntaxis Matheynatica , 这著作 
阿拉伯人称之为《大汇编》物咐 Megiste ), 最后称为 
AZwagesZ) 中继承了 Hipparchus 和 Menelaus 在三角和天文方面 
的工作.《大汇编》的十三篇中天文和三角是混在一起的，虽然第 
一篇主要讲球面三角而其他各篇主要讲天文.关于这点我们将在 
第7章中加以讨论. 

Ptolemy 的《大汇编》里全部是数学性质的内容，只是在驳斥 
Aristarchus 所提出的太阳中心说时他应用了 Aristotle 的物理学. 
他说，只有以虚心求知的态度获得的数学知识才能给人以可靠的 
知识，因此他要尽其力之所能来培育这门理论学科 . Ptolemy 又 
说他想把他的天文学建立在“不容置辩的算术和几何方法”的基础 
之上. 

Ptolemy 在第一篇第九章里一开头就计算圆弧的一些弦的 
长，从而充实了 Hipparchus 和 Menelaus 的工作.如前所说，圆周 
是被分为360份或360个单位的(他没有用“度”这个宇)，直径是 
被分为120份的.然后他 提出： 给定 
一弧为360份中的若干份，求相应弦 
之长(用直径所含120份中的份数表 
示). 

他先计算36°弧和72°弧的对应 
弦.在图 6.15 中，是以 D 为中 
心的圆的直径， BZ ) 垂直于丑 
是 2)0 的中点，并取罗使^6^=3足 
Ptolemy 甲几何方法证明等于圆内接正十边形的一边 ， M 
等于圆内接正五边形的一边.但含30份，含60份.由 
于 J 55 2 = 4500, 于是 SB =67 455" (这表示67 

+4/60+55/60 2 份).现因于是他就得到于是 
FJ )_ EF - DE = m 4 , 5 B f, -30=37 4加"，由于等于正十边 




I 138 第 5 章希腊亚历山大里亚时期 ：几何 与三角 


形的一边，它是36°弧的对应弦.因此他得出这个弧的弦长.但 
从^乃及直角三角形可算出丑 F ， 得70 32 f 3〃. 但凡 F 是正 
五边形的一边.所以它是72°弧的弦. 

由于正六边形的边长等于半径，所以他立即得出60°弧的弦 
长是60份.又因内接正方形的边可用半径算出，他就得到 9 T 弧 
的弦长，它等于 84 5110”. 其次，因 
内接正三角形的边也可从半径算出， 
故得120°弧的弦为103 5523〃. 

利用直径上的直角三角形 
AB(7( 图 5.16), 则若知弧的弦， 
便能立即得出其相补弧的弦.例 
如，因 Ptobmy 已知 3 T 弧的弦，他 
便得 144° 弧的弦为 114 7 , 37 ”. 

当4为任一锐角时，上面得出的关系就相当于 sin ^ U + cos 2 ^! 
-=1. 这可从以下所讲的方式看出来. Ptolemy 证明若汉是小于 
180°的任一弧，则 

( S 的弦 ）+(180 —汉的弦尸=(120) 2 . 



但根据 (9) 有 


(S 的弦) 2 = (120) 2 血 2 |. 


(120) W |+ (120) 3 sin 2 ( 180 2 ~^ ) -120= 


也就是 


sin 2 y + sin 《 90— 


sin 2 




接着 Ptolemy 证明一引理（现叫 Ptolemy 定理).给定圆的 
任一内接四边形(图 5. n ), 他证明 AG - BD = AB - DG + AD - BO . 
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证明是直捷了当的.他取为一直径时的那种特殊四边形 
ABGDCm 5.13). 设已知及 JC ?, Ptolemy 然后指出怎样 
求 BC . B 2) 是弧补孤的弦， C 7) 是20弧补弧的弦.现在应 
用引理，则可看出六个长度中的五个为已知,故这里的第六个长度 
BC ? 可以算出.但弧 一 弧一 孤.故若两弧的弦为已 
知 r 便可算出两弧之差的弦.用现代术语来表达，这就是说,若已 
知 sin A 及 sin 就可算出 sin (』一 J ?). Ptolemy 指出，由于他已 
知72°弧的弦和60°弧的弦，所以他能算出12°弧的弦. 

其次，他指出怎样从圆的任一给定弦，求出相应半弧的所对 
弦.用现代术语，这就是从 siB 2求 sin Ptolemy 指出这结果 

是很有用的，因我们可从弦为已知的任一弧出发，不断取其半而求 
出其相应弦.他又指出若已知弧的弦和 SO 弧的弦，则可得 
弧的弦.用现代术语讲，逸结果就是 sinOl +及) 的公式.作为 
特例，他指出相当于现代术语所表达的从 8 bh 4 求 sin 2 A 的结果. 

由于 Ptolemy 能从 12° 的弦平分数次得出 (3/4) °弦，故他能 
给任一已知弦所对的弧加上或减去 (3/4)° 弧； 并且能用上述定理 
来算这样的两段弧之和或差所对应的弦.这样他就能算每两个相 
差 (3/4)° 的所有的弧.但他还想得出每步相差为 (1/2)° 的弧所对 
应的弦.这里他聪明地想起用不等式来作推理.他得出 （1/2)° 的 
弦的近似结果是0 31 W . 
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于是他能把0°到180°间所有相差为 (1/2)° 的弧所对应的弦 
B 都算出并列成表.这是第一个三角函数表. 

c 然后 Ptolemy 着手(在第一篇第十一章里） 

Y V 解决需要求出球面大圆上一些弧的天文问题. 

) 这些弧是球面三角形的边，其中有些边是通过 

b ~观测或先前的计算已经得出的.为定出这些弧， 
图 5 19 : Ptolemy 证明了球面三角定理中的一些关系 

式，其中有些是 Menelaus 在其《球面学》的第 H 篇里已经证明了 
的.于是他证明（用我们的记号)在 C 为直角的球面三角形里（图 
5.19), 记£1 为角2的对边，有 

sin a = sin c sin 
tga*=sin6tg A, 
cos c = coso cos 6, 
tg b=-tg ccosJ. 

当然，我们这里的各种三角函数在 Ptolemy 的书里都是弧的相应 
弦.计算斜球面三角形时，他把它分成有直角的球面三角形.书 
里没有系统讲解球面 三角； 他只是证明了为解特定天文问题所需 
用的那些定理. 


«大汇编》里把三角术定了型，并于此后一千多年保持不变. 
我们常说他的三角术是球面三角，实际在评价 Ptolemy 的材料时 
球面三角和平面三角之分是没有多太意义的. Ptolemy 搞的肯定 
是球面三角形，但他算出弧的弦时实际就奠定了平面三角的理论 
基础.因若已经知道从0°到90° 的乂所 对应的实际上还 
有 cos 4)，那就能够解平面三角形了. 

应该指出，三角术是为天文学上的应用而产 生的; 又因球面三 
角对此更有用，所以球面三角是先搞出来的.平面三角之用于间 
接测量和测绘工作，对于希腊数学是无缘的.这看来可能有些奇 
怪，但从历史上来看是不难理解的，因为天文是希腊数学所主要关 
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心的事.测绘工作到了亚历山大里亚时期诚然变得重要起来；象 
Heron 这样有志于搞测绘工作的数学家本来是能够发展平面三角 
的，但他觉得用 Euclid 几何已经满可以了.至于那些未受教育的 
测绘人员则对于产生所霑的三角术这项工作是无能为 力的. 


7. 亚历山大里亚后期的几何工作 

大约从公元一世纪初起，亚历山大里亚'的数学工作特别是几 
何工作开始衰落.我们将在第8章里探讨这衰落的原因.我们所 
知道的关于公元一世纪初的几何工作是由一些较大的评 注家： 
Pappus , 亚历山大里亚的 Theon (公元四世纪末)，和 Proclus 传下 
来的. 

总的说来，这时期内很少发现新的 定理. 当时的几何学者似 
乎忙于研究和阐释前代大数学家的著作.他们增补前人著作里的 
一些证明，这些证明或是因为原作者认为太容易可由读者自证，或 
是因为在其他失传的论文里证过而付 阙如. 附带说明，按照当时 
的老说法，这些证明都称作引理. 

Theon 和 Pappus 两人都提到 Zenodorus 的工作.此人生活 
在公元前200年到公元100年之间.据说他写过一本关于等周形 
(具有相等周边的一些图形)的书，其中证明了以下的 定理： 

1. 周长相等的《边形中，正 w 边形的面积最大. 

2. 周长相等的正多边形中，边数愈多的正多边形面积愈大. 

3. 圆的面积比同样周长的正多边形的面积大. 

4. 表面积相等的所有立体中，以球的体积为最大. 

这些定理的主题就是今天所谓的极大极小问题，它在希腊数 
学里是新颖的. 

在亚历山大里亚晚期出现的 Pappus 对几何学的工作是高潮 
旨的一种低潮.他那含八篇的《数学汇 CoUectim ) 
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中有些新的材料. Pappus 的新著作水平不是最高，但有些内容值 



得指出. 

书的第五篇里给出 Zenodorus 关宁 
等周曲边形问题的证明、结果和推广 4 
Pappus 增添了一个 定理: 周长相等的所 
有弓形中以半圆的面积为最大.他又证 
明球的体积比表面积与其相等的任何圆 
锥、圆柱或正多面体都大. 

第七篇的命题129是下述定理的特 


例: 设有四线交于一点 0( 图 5.20), 则对任何与此四线相交的横跨 
线来说，交比 



都相等. Pappus 则要求所有的横跨线都 通过次 



命题130所叙述的结论用我们的话来说 就是： 若一完全四边 
形的六边（四边及两对角线)与一直线相交的点有五点固定，则第 
六点也固定.例如，若(图 5.21) 是这四边形，它的六边与 
任一直线相交的六点是尼少， G ， 圪 •/和 if . 如果其中五 
点固定，则第六点也固定. Pappus 指出这六点满足条件 
EK /JK EK /QK 
j-QF' 
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这条件说由尼足，丑所定的交比等于由五， f ， 沒， F 所定 
的交比.这条件等价于以后将要讲的 Desargnes 所引入的条件 
他把这样的六个点叫做“对合点”. 

第七篇的命题131相当于这样一个定理，即在每个四边形中. 
一根对角线被另一对角线以及被其两组对边交点的连线分割成调 
和比.例如，若是一四边形（图 5.22); 是一对 角线； 
CA 被另一对角线并被 FH(AD 与 BO 交点及 AB 与 CW 交 
点的连线)所割.则图中的 C ， 丑 ，木 G 形成一组调 和点； 就是 
说，丑内分之比等于外分之比. 

第七篇的命题139给出今日仍以 Pappus 命名的定理.若為 
B , 0( 图 5.23) 是一直线上三点，而及， G 是另一直线上三 
点，则与 AT , BCT 与 RC 以及 ACT 与 A'C 相交的三点共线. 




最后一批>51理中的命题238证明了所有圆锥曲线的一个基本 
性质： 与定点(焦点)及定直线(准线）的距离成一定比例的一切点 
的轨迹是一圆锥曲线.圆锥曲线的这一基本性质并未载入 Apol ¬ 
lonius 的《圆锥曲线 》—书， 但上章已指出， Eviclid 可能是知道这 
一性质的. 

Pappus 在第七篇的前言里重复了 Apollonius 的断言，即用他 
的方法可以求出这样一个动点的 轨迹： 它与两定直线距离的乘积 
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等于它与其他两定直线距离的乘积乘以一个常数. Pappus 知道 
叵未证明这个轨迹是一圆锥曲线.他还指出这一问题可推广到包 
含五根、六根或更多根的直线.我们在讨论 Descartes 的工作时还 
要更多地谈到这一问题. 

第八篇之所以特别有意义是因为它主要研讨力学，而按亚历 
山大里亚数学家的看法，力学是数学的一部分.事实上 ， Pappus 
在此书序言中就竭力维护这一主张.他推崇 Archimedes 、 Heron 
和一些不甚知名的人为数学力学方面的领袖人物.他把物体的重 
心定义为物体内(并不一定属于物体)的一点，若在那一点把它吊 
起来,就能使它静止，而不管吊放的位置如何.然后他说明用什么 
样的数学方法来确定这个点.他又讨论物体沿斜面移动的问题，并 
设法比较沿水平面推动物体与沿斜面将其朝上推动所需要的力. 

第七篇也包含一个有名的定理，它有时叫 Pappus 定理，有时 
叫 Guldin 定理，因 Paul GuMin (1577 〜 1643) 重新独立发现了这 
—定理.这定理说，若一平面闭曲线图形绕曲线之外但在同一平 
面内的一轴转动一周，则转出来的形体的体积等于曲面面积乘以 
其重心所转过的圆周.这是个很有普遍意义的结果， Pappus * 
知道这一点.他没有给出定理的证明，很可能他以前就有人知道 
这个定理及其证明. 

就几何来说，亚历山大里亚时期是以一批评注的作品宣告结 
束的.亚历山大 M 亚的 Theon 写了关于 Ptolemy 的《大汇编》、 
Euclid 的《原本》及《光学:>的新版本的一本评注.他的女儿 Hypa - 
tia (死于415年)是个有学问的数学家，她写了关于 Diophantus 
和 Apollonius 的评注本. 

我们曾多次提及的 Proolus Diadochus 对 Euclid < k 原本》的第 
一篇曾写过评注(第3章第2节).这本评注之所以重要，是因为 
Proclus 提到今已失传的一些著作,其中包括 Eudemus 的《几何学 
史》和 Geminus 所著可能题为《数学原理 》 {Doctrwe ^ Theory o / 
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Proolas 求学于亚历山大里亚，然后去雅典主持 Plato 的学 
院.他是新 Plato 派的头面人物，写了许多关于 Plato 的著作和 
—般哲学方面 的书; 他不仅喜爱数学而且也爱写诗.他也象 Plalo 
那样认为数学是哲学的婢女.它是一门预备课程，因它能澄清心 
灵，涤荡妨碍认识宇宙整体的感觉思虑. 

Proolos 思想中有非数学的另一方面.他承认许多迷信和宗 
教神秘学说，虔诚信奉希腊和东方的神明.他拒绝 Ptokmy 的天 
文学说,因有一位加尔底亚神巫不这样认为，而“怀疑那理论是不 
合法的 . ”有人说 Proclus 还算运气，因为那位加尔底亚神巫并不 
反对或拒绝 Mid . 

这许多评注家之中我们只略提几人. Aristotle 著作的一个 
评注家 Simplicius 曾在亚历山大里亚和 Plato 的学院里求过学， 
公元529年罗马王 Justinian 封闭学院后他去波斯.他重述了 
Eudemus 的《几何学史》上的一些材料，包括关于 Antiphon 试图 
解决化圆为方的长篇叙述和 Hippocrates 对月牙形的求积工作. 
米利都的 Isidores (六世纪）似曾在君士但丁堡（当时成为东罗马 
帝国首都并成为一部分数学活动的中心）成立一个学派，写过一 
些评注，并可能撰写了 EucHd « 原本》第十五篇的一部分. Eutoeius 
(六世纪）可能是 Isidorus 的学生，他写过 Archimedes 著作的评 
注. 
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亚历山大里亚 时期: 
算术和代数的复兴 


1. 希腊算术的记号和运算 

我们暂时回头再从古典时期的算术谈起.古典希腊人把计算 
技术叫 logistica , 而他们的算术 ( arithmetioa ) 则指数论.古典数 
学家蔑视计算技术，因它只谈商业贸易的实际计算.但我们却要 
把计算技木和算木一起加以考虑，看看亚历山大里亚的希腊人在 
这方面所掌握的知识究竟有多少. 

古典希腊人记数和运用数的技术并不继承和发展巴比伦人的 
遗产.在计算技禾方面他们似乎是自己从头另搞的.在克里特岛 
上曾发现比古典时期约早500年的希腊数字.这数字系统没有什 
么有价值的特点，只不过用一些特别的数宇符号来代表1, 2, 3, 
4, 10, 200, 1000等等.在古典时期之初，他们引用了别的一些 
特殊记号表示数，并用一种算盘之类的东西进行计算.其后在大 
约公元前500年他们用了希腊数字系统，最早出现这种数字的是 
公元前450年的一块碑文.在这个数字系统里，从1到4的数用 
直杠来记；希腊文五(?^如)的第一个字母 n (以后用 r ) 代表5; 
希腊文十(办如)的第一个字母 A 表10;百 OMoft ) 的头一个字母 
H 代表100；千 ( cAiZioi ) 的头一个字母 X 表示1000，万 ( wyWoi ) 
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的失一个字母 M 表示10, 000. 这些特殊符号组合起来便形成中 
间的数字 . inn =6； rA =5 o ； m =6 oo ; Arm =18. 

但我们不知道早期古典数学家如 Pythagoras 学派是怎样写 
数的.他们也许是用石子来作计算的，因 “ calculus ” (计算)这个 
字的原意是“石子”. “ abams ” (算盘）的希腊文原义是“沙”，这说 
明在引用算盘以前(可能以后亦然)，他们是在沙地上画点来记数 
的.从 Thales 到 Euclid 的三百年间，数学家并不重视计算，这门 
技术也就没有进展.书本里没有提到算术的应用这一事实是足以 
说明问题的. 

古典希腊人以后又不知为什么把他们的记数制改成爱奥尼 
亚(或亚历山大里亚)制，那是完全用字母记数的.字母记数制是 
亚历山大里亚希腊数学里最通用的，我们可以在 Ptolemy 的《大肛 
编力一 书中看到这种用法.古代叙利亚人和以色列人也是用它的. 
希腊记数制的内容 如下： . ： 

a ^ y 8 & <i t] d 
1 23456789 

i nK/jiV^osvq 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 

p a t t v <f) % ijj a) T 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 

中间的数用上述符号组合而成.如 i « = ll ， 必=12, Ka -21* 
#7 = 153 .希腊数系中表 6, 90, 和 900 的符号以及符号 M 是当 
时通行的希腊字母里所没 有的； 头三个符号现今读作 stjgma (或 
digamma ), koppa , 和 ^ ampi , 是希腊人早先借用腓尼基人较老字 
母表中的字母(不过腓尼基人并未用字母表示数).从记数制中使 
用这些老字母一事可知这套写法早在公元前 800 年就有，而且可 
能是从小亚细亚的米利都传去的. 
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对大于1000的数，字母重复写，但在其前方记一直杠以免混 
淆.又在数上画一横线以区别于文字.如 
? are —1305. 

好些希腊作家采用和上述及下面要提到的数制稍有不同的写法. 

亚历山大里亚前期(公元前头三个世纪）的希腊草片纸手稿里 
有零的记号如0, o ' 和希腊亚历山大里亚时期的零也 
象巴比伦塞流卡斯时期的零那样用于指明缺数的地方.根据我们 
手头仅有的 Ptolemy 著作的拜占庭手稿可知，他在一数的中间和 
末尾都用0表示零. 

Archimedes 的《数沙法》 ( Scml - Reckomr ) 给 出了写大数的一 
套方案.他想说明他能写出象宇宙间沙子数目那样大的数.他取 
当时希腊数字里最大的数万万，即 10 8 , 然后拿它作为出发点得出 
一系列新的大数，一直到然后又用 10 w 作为新 
出发点得出从到 10 24 的一系列数，这样不断增大.然后他估计 
世间的沙粒数，说明这数目小于他所能写出的最大数 .Archimedes 
这一著作的重要之点并不在于实际给出写任何大数的一套方案， 
而是发表了可以把数写得大到不受限制的 思想. ApoUouius 也有 
类似的一套记法. 

对于用上述方式写出的整数的算术运算，同我们今夭的一样. 
例如做加法时，希腊人把一数写在另一数之下，按个位、十位等等 
分列，各列数字相加并把数字从一列进位到前一列.这同埃及人 
的方法比较前进了一大步.但埃及人的方法也是亚历山大里亚希 
腊人教的. 

j 至于分数，他们有特殊记号石”表 *1. 如(有时加重音号) ai " 
= ly , y 8 i ，f = 2|-, 7^=31写小的分数时在分子上加一重 

音符号，然后把分母写一次或两次，每次加两个重音符号.例如， 
iy f Kd " K e n = lZ /2 Q . Diophantus 则常把分母写在分子上面. 
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当分子大于1时，埃及人是把这种分数写成单位分数之和的. 
这套写法在希腊人那里也可以看得到.例如， Hertm 把写成 
l+Hi ， 但也用'及其他式子表示 
同一分数.他也用以上所讲的希腊字母的表示方式. Ptolemy 也 
用埃及人的方式写有些分数，例如把写成■.加 
号是不写出来由读者自己体会的，而一般整数则当然是用希腊字 
母来表示的. 

用希腊人或埃及人那套办法写出来的普通分数很不便于作天 
文计算.因此亚 历山大 甩亚的希腊天文学家采用巴比伦人的六十 
进制分数.我们不知道这种写法究竟何时开始，但在 Ptolemy 的 
«大汇编》里就已采用了.因此 Ptolemy 书中所写的31 25应理解 

为 1+1. 他说他用六十进制分数是为了避免用普通分数所 
引起的麻烦.他用以十为底的方法写整数，但并不用进位制记法. 
由于他的天文计算中很少出现大的整数，因此可以说他采用了六 
十进制的记数法.用六十进制记法来写分数而用非进位制的字母 
数字来记整数，这看来有些古怪而且不合理.但我们还是用 
130°15' 17〖5这种写法. 

从上面所讲，可知亚历山大里亚人已把分数本身当作数来看 
待，而古典时代的数学家则只提到整数之比，不提整数的部分，而 
且只在比例里用到比.但即使在古典时期，商业上就已采用真正 
的分数，即本身就当作数来看待的分数.在亚历山大里亚时期， 
Archimedes, Heron, Diophantus 和其他人都随意应用分数并拿 
来进行运算.不过从文字记载看来，他们并没有讲过分数概念，可 
能是认为这些分数在直观上很明显，可以接受并加以应用. 

开平方的运算虽在古典希腊时代被人考虑过，但当时实际上 
对此是回避的.从 Plato 的著作里可以发现， Pythagoras 派在用 
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近似数表达 v/T 时是先用49/25代替2,然后得出7/5的.同样， 
Theodoras 对于可能是用 49/16代替3而得其近似数为7/4 
的.至于无理数本身在古典希腊时代的数学里则根本没有地位. 

关于希腊人怎样处理根的情浼，我们从 Archimedes 的著作里 
得到第二方面的材料.他在《圆的量度 of a Circle) 
—书中主要是想求出 a (圆周长与直径之比)的较好的近 g 值； 在 
这过程中，他对大的整数和分数进行运算.他还#出〜/ I 的很好 
的近似值 

1351 > v / 3 > 2 § 5 , 

780八 ^ 153, 

但没有说明他是怎样得出这个结果来的.历史文献中对于如何推 
出这结果的许多猜測之中，下面的说法似乎颇有道理.给定一数 
A, 若把它写为 ® 2 ±6, 其中 a 2 是最接近于2的一个有理数的平 
方(大于或小于 4), 6是 a 2 与2相差之数，则 


a±A> v /-ra->a± 


b 

2 tt±l - 


照这样做几步之后，确实得出 Archimedes 的结果.至于为求 a 的 
近似值， Archimedes 先在命题1里证明圆面积等于一直角三角形 
的面积，该直角三角形的底等于圆周长，而髙等于半径.现在他要 
求出圆周长.这个他用边数愈来愈多的内接和外切正多边形来逼 
近，并计算这些正多边形的周边.他所得 a 的结果是 


3 3 -~ 4 


Apollonius 也写了一本关于求圆面积的书，名叫《快速算出法》 
(Okytokion), 他在那里自认为用较好的算术方法改进了 Archime ¬ 
des 定出的近似值.这是 Apollonius 脱离古典希腊数学风格的 
唯一著作. 

Herou 在求平方根的坻似值 时审用 
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\/~ A . = V o 3 ± 6 〜 0 土 

其中 a 及6的意义同前述一样.他得出这近似式的过程是，先取 
近似值为《= ( c + A / c )/2, 其中 C 是作为>/!：的任一猜 测数; 若 
把义写为 a 2 +6 而取 c ^= a ， 则 a = a +&/2 a . Heron 又从 a 求出 
%= («+ i / a )/2 来改进 a . 显然,《愈接近于处这近似值 
_愈好. Heroii 对 a 的基本表示式也曾由巴比伦人使用过. 

在亚历山大里亚时期的后期，平方根的求法也象今天那样应 
用 0+&) 3 = a 2 +2 a & + 沪的原理.逐次近似值是凑试出来的，不过 
总使近似值的平方小于要求根的那个数. Theon 在解释 Ptolemy 
所用的这一方法时，指出他用一个几何图形来帮助思考.这图形 
Euclid 角在《原本》第二篇的命题4里，表达 0+6 ) a 的几何图形. 
Ptolemy 给出的 v / T 是 


磬 (+) 暴 


这相当于 1.7320509, 准确到小数点后六位数字, 
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以上回顾了希腊人在两个时期里做算术的方法，特别是在几 
何与三角成为定量学科时的亚历山大里亚时期.但本章所要讲的 
主要发展是算术初代 数脱离 几衔而成为独立的学科. Archimedes , 
Apollonius , 和; Ptolemy 的算术工作是走往这方向的一步，但他 
们是用算术来计算几何量的.我们可能由此认为他们之所以注重 
ft 只是因为数能代表几何 的量， 而数的运算的逻辑基础是由几何 
代数法来保证的.但 Heron . Nicfciomachus (公元100年左右 ）（ 他 
可能是来自犹太给拉撒 ( Gera ’ s ^ in Judea ) 的阿拉伯人）和亚历山 
大里亚的希腊人 Diophantus (公元250年左右）则确实把算术和 
代数问题本身作为问题来处理，既不依靠几何引出，也不用它来 
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作逻辑依据. 

比 Heron 在箅术方面求平方根或立方根的工作更重要的是 
他用纯粹算术方法提出和解决了代数问题.他没有采用特别的符 
号； 他是用文字来陈述的.例如他处理这样一个问题 :给定 一正方 
形，知其面积与周长之和为896尺(原文如此——译者)，求其一边. 
这问题用我们的记法是，求满足 #+ 如 =896 的 a;. Heron 在方 
程两边加上4配成完全平方然后开方.他并不进行证明而只说出 
做哪些运算.在他的著作里有许多这类何题.当然，这正好是古 
代埃及人和巴比伦人提出问题和解决问题的方式，而且 Heron 无 
疑从古代埃及和巴比伦书里抄取不少材料.在那些书里，我们可 
能记得，代数是独立于几何的,而对于 Heron 来说，代数则是算术 
的推广. 

Heron ‘在他的《几何书中提到加一块面积、一个周长，和一 
个直径.他用这些话所表示的意思当然是指要加上它们的数值. 
同样，当他说他用一个正方形乘一个正方形，意思是要求两个数值 
的乘积. Heron 又把不少希腊的几何代数法翻译成算术和代数步 

骤. 

Heron 在这方面的工作(以及他之利用埃及人算面积和体积 
的近似公式)有时被人估计为希腊几何学衰落的开始.但更妥当 
的看法是把它作为巴比伦和埃及数学在希腊人手里的一个改进： 
当 Heron 把面积与线段相加时，'他并不是在胡乱应用古典希腊几 
何，而只是沿袭巴比伦人的习惯，因他们所说的面积和长度只不过 
是代表算术上某拽未知量的用语. 

从算术之以一门独立学科重新出现这一角度来讲， Nichoma- 
dms 的著作是更为重要的.他撰写了包含两篇的《算术入门》 
{Introdmtio ArithmeUca )-^. 这是第一本篇幅颇为可观的完 
全脱离几何讲法的算术(意即数论)书.从历史意义上讲，它对于 
箅术的重要性可以和 Euclid 的《原本 s 对于几何的重要性相比， 
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这书不仅为后世几十名作者所自学、参考和抄袭，并且是同时代别 
的作家所著许多书的典范，因而反映了当时人的兴趣所在.那里 
的数代表对象的数量而不再象 Euclid 书中那样用线段来把它形 
象化. Niohomachus 提到数的时候通篇都用文字，而 Euclid 则用 
一个字母如 A 或两个字母如(在这第二祌情形下指线段)来代 
表数.因此 Nichomacliiis 的讲法是噜嗦些.他只论述整数和整 
数的比. 

Niohomachus 是个 Pythagoras 派人； 虽然 Pybhagoras 的传统 
并未死亡，但他使这一传统重新活跃起来.在所强调指出 
的四门学科——算术、几何、音乐和天文 —— 中， Niohomachus 说 
算术是其他各科之母.他认为，这 

不仅是因为我们说它在造物主的心中先于其他一切而存 
在，被创世主作为一种普天下适用的至高方案来使用，以 
使他所创造的物质世界秩序丼然并使之达到应有的目 
标；而且也因为它本来就是出生较早的…… . 

他接着说算术对其他各门科学至为重要，因为没有它别的科学就 
不能存在.而若其他科学被取消，算术却仍能存在. 

«算术入门》的主要内容是早期 Pythagoras 派在算术方面的 
工作. Nichomaohus 讲述了偶数、奇数、正方数、矩形数和多角形 
数.他也论述了质数和复合数以及六面体数(形式为 r » 2 ( n + l ) 的 
数)，此外又定义了别的许多种数.他给出了 1到9的乘法表，和 
今日学习的九九表一模一样. 

Niohomachus 重复给出了 Pythagoras 派的一些定理，如相继 
两个三角形数之和是正方形数而反之亦然等.他比 Pythagoras 
派更进一步能看出（虽然并未证明）一般性的关系.例如他说第 (> 
—1) 个三角形数加上第 n 个灸角形数会得出第托个灰+ 1角形数. 
又如，第0— 1) 个三角形数加上第 n 个正方形数得出第《个五角 
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形数.用我们的记号就是 

^l +w2 =|(3n-l). 

再如，第 n 个三角形数，.第《个正方 形数, 第 w 个五角形数等等，形 
成一个递进算术数列，其公差为第(《—1)个三角形数. 

他发现以下的 命题: 若把奇数写出 

1, 3, 5, 7, 9, 11，13, 15, 17,… 

则第一数是1的立方，其后两数之和是2的立方，再疰下的三个数 
之和是3的立方等等.关于递进数列他还有别的一些命题. 

Niehomaohus 给出四个完全数6, 28, 496和8128,并重复 
给出 Euclid 关于完全数的公式.他把各种各样的比加以分类，并 
给它们起名，其中包括 （2 m + n ):0.+»») 以及 ( mw + 
l ): n . 这些比在音乐上是重要的. 

他也研究比例，并说这对“自然科学，音乐，球面三角和平面几 
何，尤其是对于研究古代数学家”非常 必要. 他给出好多类比例， 
其中有音乐比例 

. a+b 2ab 
a •— 

在《算术入门》中他又给出 Eratosthenes 筛(这在第7章里还 
要细 谈)； 这是较快得出质数的方法.我们先把3以后的奇数尽量 
写下来，然后划掉3的倍数，即划掉3以后的每第三个数.其次我 
们去掉所有5的倍数(或者5以后的每第五个数，但数的时候以前 
可能划掉了的仍要算上).然后去掉7以后的每第7个数等等. 
已被划掉的数没有一个能作为这一筛划步骤的出发点.把2同那 
些没有划掉的数放在一起.这些数就是质数. 

Niehomaohus 常用一些特殊的数来讨论数的各种分类和比 
例.他举的例子能说明和解释他所提出的定理，但除举例外就没 
3做别的事来证明任何一般结论.他并不用演绎证明. 

«入门》一书之有价值，是因为他对整数及整数之比的算术，作 
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了有系统、有条理、清楚而内容丰富的叙述，而且完全不依赖于几 
何.从思想内容上讲它并无独到之处，但它是一本很有用的汇编. 
它里面还收集了关于数的思辨方面的、美学上的、神秘性的道德.性 
的臆说，彳 旦没有 谈实际应用.《入门》在此后一千年间成为一本标 
准课本.自 Nichomachus 以后，算术而不是几何成为风拧于亚 
历山大里亚时期的学问. 

.这时代数也开始‘占重學 地位. 用代每技巧解问题的书也问世 
r. 有些 N 题则正是公元前 2000 年巴比伦书本里或 Rhmd 草片 
纸上所载的.希腊代数著作是巍粹用文字 苹式写 出的；没有采用 
一套符号.此外，对所作运算步骤也未给予证明.自 Nichomachus 
以后，人拿那些导出方程的代数题作为一般消遣的难题.这种 
题目约有五十个到六十个还保留在十世纪的一本书里 (Palatine 
Codex of Greek Epigrams ). 这里面至少有三十题被认为是 Me > 
trodorus (公元600年左右)所提出的，但肯定以前就有.其中之一 
是 ' Archimedes 牛群问题，要求根据给定的一些条件求出不同颜 
色的公牛和母牛的头数.另一个是 Euclid 提出的关于骡宇和驴 
驮运粮食的问题.再一个是求桶里注满水所需时间的问题.此外 
还有我们代数课本中的那种年龄问題. 

' 亚历山大里亚时期的希腊代数到 Diophantas 时棒于最髙点. 
关于此人的出身和生平我们几乎一无 所知； 但他可能是希腊人， 
在一本希腊问题集旱有一个问题给出了他生平的下列 事实： 他的 
童$时代占一生的1/6;过 生的〉 1/12后他开始长 胡子； 再过 
( hk 的 ） 1/7后他 结婚； 婚后5年生了个孩子._子活到他爹 
一半的年纪，而孩子死后4年他爹也死了.这^题是要求出 
Diophantiis 究竟活了多大年纪.答案84岁是容易求出的.他的 
著作远远超出他的同时 代人； 但可惜出来得太晚而不能对他那个 
时代起太大影响，因为一股吞噬文明的毁灭性浪潮正在掀起. 

Piophantus 写过几本现已全部失传的书.他的《论多 角数》 
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有部分内容为今人所知，其中他按 f 原本》第七、八、九篇的演译方 
式给出定理并予以 证明； 伹那些定理中没有什么了不起的东西. 
他的一部巨著是《算术衫 m )， 据他自己说共十三篇.现 
尚存六篇，得自十三世纪希腊手抄稿和其后的_些译本. 

«算术 》 也象 Khind 的草片纸本一样是个别问题的汇集.作 
者在题词中说这是为帮助学生学习这门课而写的一些练习题. 
Diophantus 作出的一步重大的进展是在代数中采用一套符号.由 
于我们没有他的亲笔手稿而只看到很久以后的本子，所以不'能确 
切知道他引入了哪些符号.据说他用来表示未知量的记号是？， 
就象我们的 z —样.这 s 可能同用在希腊字末尾的那个希腊字母 
c 是一样的(例如在知办 以（ 算术) 二末 ) ，而 Diophantus 之所以 
用它来表示未知量，.可能就是因为用字母表示数 p 希膊记 竿制中 
只有这个字母没有被用来表示数. Diophantus 把未知量称&“题 
中的数' 我们的# Diophantus 记为，而 i 是希腊字和 m/us 
(dynamis, ^) 的第一个字母 . a; 3 是这冗是从 K t^(oubos, 
立方)而来的. W 是」#是#是玄在这套符号 
里，没有清楚地表明是 s 的立方，而我们的 P 则明白表出它 
是*的立方. Diophantus 的 = 他又用一些名词称呼这些 

乘幂,例如称 o ； 为‘数’， 称; c 2 为‘平方称# 为‘耷 方’，称为 
‘平方平方’ （ dynamodynamis), 称 a: 5 为平方-立方，称 a： c 为立方 
立方气 

• , . • ； . \ . : . ： 

出现这一套符号当然是了不起的，但他使用云次以上的高次 
乘幂更是件了不起的事.古典希腊数学家不 ，能也 不愿考虑含 H 个 
以 i 因 f 的乘声，因为这种乘积没有几何意义.但在纯算术中，这 
种乘积‘确有其 寧义; 而这正是 Diophantus 所采取的观点. 

Diophantus 写加法时把相加的各项并列在一起.例如 
A Y y ] ki ^ 表示 a ： 2 * 3 +12. 

Ci ) 有些近代作家用 . s , &代替」, Js ：, r . 
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这沧是个单位元素符号，它表示其后是个不含未知量的纯数 
如 

A y as^y 表示 rr 2 +a?»2+3. 

他的减号是个.例如他把 M + 护一 3 rr —2写成 

把所有负项都写在正项之后.加法、乘法和除法的运算记号是没 
有的.符号 P (至少在《算术》—书的现存译本里)用来表示相等. 
代数式的系数都是特定 的数； 他不用表示一般系数的符号.因他 
确实用了一套记号，所以后人把 Diophantus 的代数称做缩写代 
数，而把埃及、巴比伦、 Heron 和 Nichoniaohus 的代数称作文字叙 
述代数. 

Diophantus 的解题步骤是象我们写散文那样一个宇接着 一 
个字写的.他做的运算是纯算术性的，不求助于几何直观来作具 
体说明.例如 ，（*_1)(®_2) 就象我们今天做的那样用代数方法 
算出.他也在以沪代《 + 2 和以？ 代*+3之类的式子里应用 

之类的恒等式.就是说，他采取了应用恒等式的步骤，但并未明确 
提到恒等式本身. 

《算术》第一篇的内容主要是那些引出确定的一元或多元一次 
方程的问题.其余五篇的内容主要是论述二次不确定方程.不过 
内容的划分并不拘泥于这一标准.在含多于一个未知量的确定方 
程(得出唯一解的方程)的场合下，他利用题中所给定的情况，把除 
一个未知量以外的所有未知量消掉，而在最不利的场合下最后得 
出形如 = 的二次方程.例如，第一篇的题27 说： 求两数使其 
和为20而乘积为 96. Diophantus 是这样 解的： 给定和20,给定 
乘积96,加为所求两数之差.于是两数是10+$与10— a 因此 
有 100—# = 96. 于是 $-2, 而所求的数是12与 8. 
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Diophantus 代数的最突出之点是他对不定方程的解法.这 
种方程以前也有人考察过，例如在; Pythagoms 派解的 
著作中.在 Archimedes 的牛群问题里(它引出含八个未知量的七 
个方程，外加两个补充条件)，以及在其他一些零星的著作里都见 
过.但 Diophantus 则对此作了广泛的研究，并且是这门代数的创 
立人，而这门代数如今确实就称做 Diophantus 分析. 

他解出了含两个未知量的一次方程，如 

( T + 穸 一5 = 0. 

对这种方程，他给一个未知量指定一值,然后解 出另一 未知量的正 
有理值.他认识到指定给第一个未知量的值仅仅是代表性的. 
(在现代 Diophantus 分析里只求整数解 .） 解这类方程不费什么 
劲，所做的工作也不值得一提，因为正有理数解很容易求出. 

然后他解含有两个未知量的二次方程其最一般的型式是(用 
我们的记 号)： 

⑴ y 2 =Ax 2 +Bx+G. 

Diophantus 并未写出 y 2 , 但他说这二次式必须等于一平方数(有理 
数的平方)，他对于特定的次5和 C 值考察 (1) 并分成不同的情 
形来处理.例如当方程中无0时，他设2/==胃>(其中饥及71是 
特定整数)而得出 

Aa; 2 +J3x = ^~ X s ， 

然后消去®而解出 方程. 当乂与 C 不等于零而 A = 时，他设 
y = ax - w ,. 若他设 y 川工一<0.在所有这些情形下 ， w 
是特定的数. 

他也论述联立二次方程的情形，如 
(2) v 2 == Ax 3 - i - Bx + G . 

⑶ ^ = Dx 3 +Ex+F. 

这里他也只讨论特殊情形，即当 A 私…： P 是些恃定的数或塒 
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足特定条件时的情髟，他所用的方法是假定 J / 和 Z 是用0：表示的 
一些式子，然后解出 A 

实际上他是在解一个未知量的确定方程.但他知道在 (2) 和 
(3) 中给 J/ 和 r 以及在 (1) 中给3/选定了表达式，他只不过足给出 
了代表性的解,而且指定给 y 和2的值是颇为任意的. 

他又提出》的三次或髙次式必须等于一数的平方的那种问 
题，即 

Ax^+Bx 2 +Cx+d 2 =y a . 

这里他设 j/=7n*+rf , 并选定 使^的 系数等于零.由于两边 
的# 项消掉了，故可用/遍除两边，而得 ® 的一次方程.此外他 
还考虑 z 的二次式等于2/ 3 的特殊情形. 

他所用的所有 ® 的二次式归结为如下 几类： 
ax 2 = bx, ax 2 =b, aa^+bx=c, ax 2 +c=bx, ax 2 =bx+c, 
并解出每一类的这种方程.对*的三次式，他只解出过一个•不 
重要的情形. 

上述方程说明 Diophantus 所解问题的类型.至于问题的实 
际措词，可举下面几个例子来说明： 

第一篇，问题 8. 把一给定平方数分成两个平方数. 

这里他取16作为给定的平方数，得出256/25和144/25.这 
个问题经 Fermat 加以推广，使他提出"•当 w>2 时就 
不能解. 

第二篇，问题 9. 已给…数为两个平方敛之和，把它分为另外两个 
平方数之利. 

他取 13-4+9 作为所给的数，得出结果是324/25及 1/25. 
第三篇，问题 6. 求三 个数， 使它们的和以及它们之中任两数的和 
都是平方数. 

Diophantus 给出80, 320和41作为这样的三个数. 

第四篇，问题 1. 把一给定的数分为两个立方数，并使其每边之和 
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为给定的数. 

他以370为给定的数，以10为给定的两边之和，他得出343 
及 27. 所谓边是％立方数的立方根. 

第四篇，问题 29. 把一给定的数表为四个平方数与其各边之 
和. 

以12为给定的数，他得出四平方数为121/100, 49/100, 
361/100, 169/100,它们的边是每个平方数的平方根. 

Diophankis 在第六篇中解出了一些关于直角三角形边长（有 
理数)的问题.虽然出现面积的字样，但几何用语只是偶然的.例 
如他的第一个问题是求一(有理边)直角三角形，使斜边减去每直 
角边后得出一立方数.这里他凑巧得出整数解40, 96, 104.但 
他一般得出的是有理数解答. 

Diophantus 在把各类方程化成他能解的形式方面很有才能. 
我们不知道他是怎么得出他的方法来的.由于他并不依靠几何， 
很可能他是把 Kuclid 解二次方程的(几何)方法翻译成代数的. 
此外， Euclid 那里没有不定方程，而对 Diophantus 来说这也是一 
类新的方程.由于我们对于亚历山大里亚后期数学思想的连贯性 
缺乏资料，所以不能从 Diophantus 前人的著作中找出他的工作 
的线索.据我们所知，他在纯代数学方面的工作和过去是显然不 
同的. 

他只接受正有理根而忽略所有其他根.甚至当二次方程有两 
正根时，他也只给出较大的一个.当一个方程在求解过程中明显 
看出要有两个负拫或虚根时，他就放弃这个方程，说它是不可解 
的.在出现无理根的情况下，他就倒算回去,指出怎样改变一下方 
程，就能使新方程具有有理根.这方面 Diophantus 和 Archimedes 
以及 Heron 不同. Heron 是个测绘人员，他所要求的几何量可以 
是无理数.因此他接受无理数,但为得出有用的数值便取近似值. 
Archimedes 也是想求准确解的，但当解是无理数时他就用不等式 
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来限定它的范围. Diophankis 是个纯代数 学家； 由于他那个时代 
的代数不承认无理数、负数和复数，他就放弃具有这种解的方程. 
但值得指出的是， Diophantus 承认分数是数，而不仅仅把它看成 
是整数之比. 

他没有一般性的方法.《算术 》 里的189个问题每个都用不同 
的方法解.他的问题共有50多种类型，但他没有试图进行分类. 
他的方法接近于巴比伦人的程度甚于接近他的希腊前辈，并且有 
些地方可以看出他受巴比伦人的影响.事实上，他确曾完全照巴 
比伦人那样解过一些问题.但迄今并无证据能说明 Diophantus 
的工作和巴比伦人的代数有直接联系.他在代数上超过巴比伦人 
的地方是引用了一套符号并且解了不定方程.对于确定的方程， 
他不比巴比伦人先进，但他的《算术》里吸收了计算技巧，而这种技 
巧和其他一些东西是被 Plato 排斥于数学之外的. 

Diophantas 解个别问题所用方法之多使人目不暇给，但未能 
击节称赏.他是个巧妙而聪明的解题能手，但显然不够深刻，未能 
看出他所用方法的实质而加以概括.（现今的 Diophantus 分析仍 
然是由个别孤立问题组成的一团乱麻. ） 他不象一个探求普遍概念 
的深邃思想家，而只为了寻求正确的解答.他只有很少数的结果 
可说是具有一般性的意义一如形式为 4 n +3 的质数不能表为两 
平方之和等等. Euler 确曾认为 Diophantus 是用特例来说明一 
般方法的，因为那时候未能用字母来代表系数.还有别的人相信 
Diophantus 认识到他的材料是属于抽象的基本科学的.但这种 
观点并未为一切人所接受.不过整个说来他的工作在代数上是永 
垂不朽的. 

今曰数学里非常重要的一件事却在希腊代数里遗漏了，这就 
是用字母来代表一类数，例如方程中的系数. Aristotle 确曾在讨 
论运动时用希腊字母表示任一时间或任一距离，比如他说过 “ i ? 
的一半》这类话. Euclid 也在《原本》第七到九篇中用字母表示 
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一类数，而且 Pappas 也沿用这种做法.但他们都没有认识到字 
母表示法在增进代数方法的功效与其普遍性方面作用是何等巨 

大. 

亚历山大里亚代数的另一特色是缺乏任何明晰的演绎结构. 
整数、分数和无理数这各种类型的数肯定是未经定义的.他们也 
没有什么一套公理来建立演绎结构. Heron , Nichomachus 和 
Diophantus 的著作，以及 Archimedes 在算术方面的著作，读起来 
就象埃及人和巴比伦人的那种药方单子式的著作，只告诉你该怎 
么做. Euclid 和 Apollonius 著作里以及 Archimedes 几何里那种 
演绎的、条理井然的证明全然不见了.所解的问题都是归纳性质 
的，就是说它们所指明的解具体问题的方法虽或能应用于一般性 
的一类问题，但并未规定应用的范围能有多广.由于古典希腊学 
者所做的工作，使人觉得数学结杲好象都是依据一组明文规定的 
公理用演绎法推出来似的，因此出现独立的一门算术和代数而竟 
无其自身的逻辑结构这种情况，就成为数学史上的一大问题. 
对算术和代数的这种搞法最清楚不过地指明了埃及和巴比伦在 
亚历山大里亚学术界里的影响.虽然亚历山大里亚的希腊代数 
学家似乎一点不在乎这一缺陷，但以后可以看到这确使欧洲数学 
家深感不安. 
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希腊人对自然形成理性观点的过程 


ft 学是科学的大门和钥匙， 


Roger Bacon 


i . 希腊数学受到的启发 

除了 偶尔一 些提示外，希腊经典著作如 Euclid «原本 
Apollonius 的《圆锥曲线》和 Archimedes 的几何著作都没有说到 
这些作家为什么要研究这些枒料.他们只给出了形式的、尽可能 
完善的演绎数学.就这一点而论，希腊的数学书与现代数学课本 
和论著没有什么差别.这些书只想把已取得的数学成就整理讲 
解,而闭口不谈搞数学的目的何在，定理是怎样启发和怎样摸索出 
来的，数学知识又是怎样应用的. 

要了解为什么希腊人能创造出那么多重要的数学，就必须研 
究他们的目的何在.希腊人对了解自然界有那么一股迫切而不可 
遏制的愿望•，推动他们创造和看重数学.数学是对自然界进行研 
究的本身工作之一，是了解宇宙的钥匙，因为数学规律是宇宙布局 
的精髄. 

有什么证据可以说明数学在他们那里有这样的地位呢？很难 
具体指出某个定理或某一批定理是为某一特定目的而产生的，因 
为我们对希腊数学家所知的材料不多.只有 Pto 】 emy 直接声明他 
是为研究夫文而创立三角术的.但当我们知道 Eudoxus 主要是 
个天 文学家，而 Euclid 不仅只写《原本》而且还有《现象 H 用于研究 
恒星天球运动的球而几何著作)，《光学》，《镜面反射》，《音乐原理> 
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( E—f 和其他力学方面的短篇著作（这些都是数学 

性著作)，那就不能不得出结论说数学并非一门孤立的学科.知道 
了人的心智活动是怎样进行的，而且详细知道了 Euler 和 Gauss 是 
怎样进行工作的，就可以相当肯定地说，那些天文、光学和音乐方 
面的研究必定启发他们提出数学问题，因此搞数学的目的很可能 
是为了用之于这些领域.球面几何(希腊时代称之为 sphaertc ) 很 
可能正是在天文学数学化(这甚至在 Eudoxus 以前就出现的事） 
之际进行研究的. Pythagoras 派所说的 “ sphaerio ” 是指“天文学”. 

我们从数学家著作中推出的这些猜测虽有足够理由，但幸而 
也能从希腊哲学家的著作中获得无可否认的证据来加以肯定，而 
那些哲学家本人也是杰出数学家或科学家.数学的范围并不限于 
数学本身.在古典时代数学包括算术，几何，天文和 音乐； 而在亚 
历山大里亚时期(如同第5章中所指出的)，数学这门科学分成算 
术(数论),几何，力学，天文学,光学，测地学，声学与应用算术. 


2 . 关于自然界的理性观点的开始 

在早于希腊时代或与之同期并存的古代文明中，自然界被认 
为是混乱、神秘、变化无常和可怖的.自然界的现象是天神所操纵 
的.祈祷和巫术可以让天神发慈悲免降灾祸甚至创造奇迹赐福于 
人，但人的生命和命运是完全听凭于他们的. 

从我们对希腊文明和文化开始有相当确凿而具体知识的时代 
(公元前600年车右)起，我们发现他们的知识分子对自然界采取一 
种完全新的 态度: 合理的、批判的和世俗性的.神话被抛弃了，也没 
人相信天神的喜怒哀乐能操纵人和世界了.新的信念认为自然界 
是有秩序的并始终照一定的方案运行.更有甚者，他们深信人的 
智慧是强有力的甚至是至高无上的，人不供可以探索自然界的道 
理甚至还能预渖它将会出现的事态， 
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持这种理性观点的诚然只有知识分子，只有古典时期和亚历 
山大里亚时期的一小群人.尽管这些人反对鬼神操纵自然之说, 
但一般的人则深信宗教并相信天神掌管世间一切事务.他们也象 
埃及人和巴比伦人那样愚诚地相信神秘教条和崇奉迷信.事实上 
希腊神话是流传广泛、信徒众多的. 

爱奧尼亚学派是最早断定自然界实质的人.我不打算细讲 
Thales , Anaxagoras 和地们同僚的种种学说，他们都肯定在一切 
表面现象的千变万化之中有一种始终不变的东西.这一原始物质 
的内蕴本质是守恒的，而所有的物质形态都可用它来解释.爱奥 
尼亚学派的这种自然哲学来自一系列大胆的思索、巧妙的猜测和 
聪敏的直观，而并非广泛的、细致的科学研究的结果.也许他们有 
点太急于想认识全貌，所以就幼稚地断然作出广泛的结论但他 
们确实从物质的和客观的方面来解释宇宙的结构和设计布局，而 
抛弃老的神话故事.他们用合理化的解释来代替诗人的想象和不 
加分析的传说，并且他们用理性来辩护他们的主张.这些人至少 
敢于凭他们的理智来面对宇宙，而不肯依赖于神、炱、鬼、怪、天使 
以及其他神秘的力量. 
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把对自然作用力的神秘、玄想和随意性去掉，并把似属混乱的 
现象归结为一种井然有序的可以理解的格局，走向这方面的有决 
定意义的一步是数学的应用.第一批提出这种合理化的和数理哲 
学性自然观的人是 Pythagoras 学派.他们诚然也从希腊宗教的神 
秘方面吸取一些 灵感; 但他们的宗教信条主要是净化灵魂，使之从 
肉体的污浊与桎梏中解脱出来.这一派人生活朴素，潜心研究哲 
学、科学和数学.新加入的人要宣餐至少在宗教信仰方面保守秘 
密并终身参加这一派，社会上的男人和女人部可参加. 
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Pythagoras 派的宗教思想肯定是带神秘色彩的，但他们的自 
然哲学却无疑是理性化的.有些现象在性质上完全不同，但表现 
出相同的数学性质，这给他们以深刻印象.于是他们认为数学性 
质必定是这些现象的本质所在.更具体地说， Pythagoras 派从数 
和数的关系上找到了这一本质.数是他们解释自然的第一原则. 
所有物体都由点或“存在单元”按照相应的各种几何形象组合而 
成.由于他们把数看作既是点又是物质的元粒，所以他们认为数 
是宇宙的实质和形式，是一切现象的根源.因此： Pythagoras 派的 
信 条是： “万物皆数也”.第五世纪的一个著名 Pythagoras 派 
Philokus 说，“如果没有数和数的性质，世界上任何事物本身或其 
与别的事物的关系都不能为人所清楚了解……你不仅可以在鬼神 
的事务上，而且在人间的一切行动和思想上乃至在一切行业和音 
乐上看到数的力量 

例如， Pythagoras 派之所以能把音乐归结为数与数之间的简 
单关系，乃是因为他们发现了下列两个事实：第一，弹弦所发出的 
f 音取决于弦的 长度； 第二，绷得一样紧的弦若其长度成整数比， 
就会发出谐音.例如,两根绷得一样紧的弦，若一根是另一根长的 
两倍，就会产生谐音.换言之两个音相差八度.如两弦长为3比2, 
则发出另一 谐音； 这时短弦发出的音比长弦发出的音髙五度.确 
实，产生每一种谐音的各根弦的长度都成整数比 . Pythagoras ^ 
也搞出了一个著名的希腊音阶 (musical scale ). 我们虽然不打算 
讲许多希腊时代的音乐，但要指出许多希腊数学家，包括 ; Euclid 
和 Ptolemy , 都写过这方面的著作，特别是关于谐音的配合，而且 
还制定过音阶. 

Pythagoras 派把行星运动归结为数的关系.他们相信物体 
在空间运动时发出 声音； 也许是从绳端吊一东西挥动时发出声音 
这一点而引起的猜测.他们又相信动得快的物体比动得慢的物体 
发出更高的音.根据他们的天文学，离地球越远的行星动得越快， 
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因此行星发出的声音(我们因为从出世之日起就明=惯了，所以觉察 
不出来)因其去地球的距离而异而且都配成谐音.但因这“球体的 
音乐”也象所有谐音一样都可归结为数的关系，所以行星运动也是 
这样. , 

Pythagoras 派，也许 Pythagoras 本人，不仅要观察和描述天体 
运动而且要找出它们的规律.就月球和太阳来说，认为它们作匀 
速圆周运动的想法是很自然的，因而就猜想所有行星运动都能用 
匀速圆周运动来解释.晚期的 Pythagoras 派干了一件更显然与 
传统决裂 的事； 他们最早相信地球是个球.又因为他们认为10是 
理想的数，所以他们肯定移动的天体必定有10个.第一个是中心 
火球，所有天体包括地球都绕它转动.除地球外他们知道有五个 
行星.这六个天体，加上日、月以及 恒星所 附着的天球，总共只 
有9个运动的天体.因此他们提出存在第十个天体，叫反地球 
( ooanter - earth ), 也是绕中心火球转的.这个反地球我们看不见， 
因为它在中心火球的另一侧以恰好相同于地球的速度运动，又因 
为住久的那部分地球是背朝中心火球的.这里我们奢訑了第二个 
地动学说.但 Pythagoras 派并不提出地球有 自转； 他们只是认为 
恒星天球是绕宇宙中心转动的. 

还有一种信念，认为天体是永恒的、神圣的、完美并且不变的， 
而尘世物体，即地球和彗星(按希腊人的说法)，则要变化、分解、腐 
朽和死灭，这据说也是从 Pythagoras 派来的.匀速圆周运动的信 
念以及天体和尘世物体之分已深入希腊人的思想之中. : 

自然的其他形形色色特性也可“归结”为数 . 1, 2, 3, 4这阶 
个数，叫四象 ( tetractys )， 是特别受重视的，因它们相加成10.据 
说 Pythagoras 派的誓 言是： “谨以赋予我们灵魂的四象之名宣誓. 
长流不息的自然的根源包含于其中 . ” Pvthagoras 派认为自然是 
由四元性组 成的; 例如，点、线、面和 立体； 以犮土、气、火、水四种 
元素.四种元素也在 Plato 的自然哲学中占中心地位.0^/10 
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是理想的，故 K ) 代表宇宙.10的理想性就需要使整个宇宙能用 
10种对立的范畴来 描述: 奇与偶,有界与无界,善与恶，右与左，一 
与多，雄与雌，真与曲，正方与长方,耷与暗，静与动. 

Pythagoras 哲学显然把严谨的思想同那些被我们今日看作是 
虚构、.无用和不科学的信条混在一起.他们迷信数的重要意义，使 
他们的自然哲学肯定和自然很少相符之处.但他们确实强调要了 
解自然，并且不是象爱奥尼亚学派那样通过单独一种物质而是通 
过数的关系这种形式结构来了解的.此外，他们和爱奥尼亚学派 
都认识到在单纯感觉材料下面必然潜藏着自然的和谐关系. 

现在我们可以认识到何以不可公度长的发现对 Pythagoras 
派哲学是那么可悲的 打击： 不可公度长之比竟然不能用整数之比 
来表示.此外，他们相信一直线是由有限个点(他们把它和物理质 
点视为等同）组成的 •，但 对 v / Y 那样的长就不可能是如此.如果 
他们把无理数当作数来接受，他们那个视整数为至上的哲学就要 
垮台. 

由于 Pythagoras 派把天文和音乐“归结”为数，这两门学科就 
同算术和几何发生了联系；这四门学科都被人看成是数学学科. 
甚至一直到中世纪，这仍包括在学校课程中，当时号称“四大科 
如前所说， Pythagoras 派之注重算术(数论)并不在于该学科的纯 
美学价值,而是为了要用数来探究自然现象的意义;这就使他们重 
视一些特殊的比例，重视三角形数、正方形数、五角形数和其他能 
排成更复杂形体的数.其次，正是 Pythagoras 派的这种以数为中 
心的自然哲学，才使 Niohoniachus 那样的人重视数.事实上，现 
代科学也遵循 Pythagoras 派重视数的传统 —— 不过（以后可以看 
到)形式远为深奥，而纯为追求美的现代数论则直接从 Pythagoras 
派的算术脱胎而来. 

生长在 Pyth 吨 0 ra 5 与 Plato 之间那些年代里的哲学家同样关 
心现实的本质，但没有裒接把数学搞进去.象 Parmenid 明（公元 



3. 数学设计信念的发展 171 I 

前五世纪)， Zeno (公元前五世纪)， Empedooles (公元前 484 〜 424 
左右)， Leucippus (公元前 440 左右）和 Democritus (公元前 460 〜 
370 左右)这些人的论点和观点，也象他们的爱奥尼亚前辈一样，是 
不涉及数量问题的.他们对现实世界的笼统的结论说得最好也不 
过是从单纯观察而来的提示.但他们都肯定自然界是可以理解 
的，现实世界是可以用思想来掌握的.他们每个人都是那引向以 
数学研究自然这根链条上的一个环节. Leucippus 和 Democritus 
特别值得注意，因为他们最明确地提出了原子论.他们的共同哲 
学观 点是: 世界是由无穷多个简单的、永恒的原子组成的.这些原 
子的形状、大小、次序和位置各有差异，但每个物体都是由这些原 
子以某种方式组合而成的.虽然几何上的量是无限可分的，但原 
子则是终极的、不可分的质点.（原子的希腊文 atom 的意思是不 
可分 .） 硬度、形状和大小是原子的现实物理性质.其他性质如 
味、色、热则非原子所固有而来自观 察者; 所以感性知识不可靠，因 
它随观察者而异.原子论者也和 Pythagoras 派一样，声言隐藏在 
自然界不断变化着的万象之下的真实性是可用数学来表示的，而 
且认为这命世界上所发生的一切是由数学规律严格确窠了的. 

Plato 是仅次于 Pythagoras 本人的最杰出的 Pythagoras 派， 
他是传播这种主张的最有影响的一个人，即认为只有通过数学才 
能领悟物理世界的实质和精髓.对他来说，世界之按照数学来设 
计一事是毫无疑问的，因为“神永远按几何规律办事”.感官所认 
识的世界是混乱和迷离的，在任何情况下都是不完美不持久的. 
物理方面的知识不重要，因为物质对象要变要腐朽;所以直接研究 
自然以及纯粹物理上的考察都是没有价值的.物理世界只不过是 
数学家和舍学家所研究的那个理想世界的不完美的抄件（拷贝）. 
那永恒不变的数学定律才是现实世界的真髓. 

Plato 比 Pythagoras 派走得更远，他不仅想通过数学来了解 
自然，而且要用数学来取代自然界丰身.他相信只要对物理世畀 
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作些洞察一切的鸟瞰而从中抽出基本真理，然后就可以单凭理性 
继续对此进行考察.从那以后就不存在自然界而只有数学，它可 
以取代物理研究，就象在几何学里所做的那样. 

Plato 对矢文学的态度足以说明他对所追求的知识抱什么看 
法.他认为这门科学所要关心的不是可见天体的运动.天上星星 
的罗列和它们表观上的运动诚然奇异美妙，但仅仅对运动作些观 
察和解释远远不是真正的天文学.要知道真正的天文学，必须先 
“把天放在〜边”，因为真正的天文是研究数学天空里真星的运动 
规律的，而可见的天不过是那数学天.空的不完美的表现形式. 
Pkto 妓励人们去搞一种理论天文学,那里的问题能使人赏心但并 
不为了能使人悦目，那里的对象能为心智所领悟，但不能为肉眼所 
察觉.天空呈现在我们眼前的形形色色的图象只不过是帮助我们 
认识较高真理的一些图表材料. Plato 是不管天文学在航海、历法 
和测时这些方面的应用的. 

' Rato 对数学在天文学上的作用所持的观点，是他哲学的一 
个重荽组成部分.他的哲学认为存在着一个由形式和观念组成 
的、客观而普遍可靠的实在世界.这实在世界中的事物是独立于 
人之外而存在的它们是不变的、永恒的、无古无今的.我们是通 
过前世回忆而体会到这些概念的;它们虽存在于心灵之中，但须加 
以剌激才能将其唤起或将其从深潜之处提出.这些观念是唯一的 
实在.数学观念也包括在其中，但地位较低，它们介乎感性世界和 
较高观念如善、真、公正、美之间.在这一无所不包的哲学中,数学 
观念起两重 作用； 它们不仅是实在世界本身的一部分，而且(正如 
我们在第3章中所指出的>帮助训练心灵去认识永恒的观念.如 
Pl a toS « 共粕国》第七篇中所说的，学了几何就能更易于认识善这 
个 观念: “几何会把灵魂引向真理，产生哲学精神 . .，’ 

Aristotle 虽也从他老师 Plato 那里取得不少思想，但对现实 
世界的研究以及对数学和现实的关系问题，想法很不一样，他批 
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W Plato 追求彼岸世界的态度，批评 Plato 把科学归结为数学的想 
法. Arlstolile 是个物理学家，他相信物质的东西是实在的主体和 
源泉.物理乃至一般的科学必须研究具体的世界以获得 真理； 真 
正的知识是从感性的经验通过直观和抽象而获得的.然后才能在 
这样获得的知识上应闬理性给予加工. 

' 只凭物质是无意义的.物质本身是不确定的，它只具有成为 
形式的潜在 可能； 当物质被组织成各种各样的形式时它才变得有 
了意义: 形式以及引起新形式的物质内部的变化乃是实在世界的 
有意义之处，也是科学所应真正关心的. 

Arifrtotle 认为物质并非（如早期一些希腊人所相信的）由一 
种原质组成.我们看到和接触到的物质是由四种基本元素 :土， 
水，火和气组成的.每种元素又有其自身的特征性质.土是冷而 
干的； 水是冷而 湿的； 气是热而 湿的； 火是热而干的.因此任一物 
件的性质取决于所含元素的 比例； 由此就决定了它的固体性、硬 
度、粗糙性以及其他品质. 

四种元素还有其他一些品质.土和水有重性，气和火有浮性. 
重性使一元素趋向地心求得 静止； 浮性使它趋向天空.因此只要 
知道一给定物所含元素的比例，就可以决定它的运动情况. 

Aristotle 把固体、液体、气体看成三类不同的物体，以其具有 
不同物性上的品质而互相区别.例如物体从固体变为液体说明它 
失去一种品质而代之以另一种品质.因此若要把水银变为硬的黄 
金就意味着需荽从水银里去掉具有流动性的物质而代之以其他物 
质 

科学还必须考察变化的原因. Aristotle 认为原因有四类.第 
一类是物质的或内在的原因;对一个黄铜塑像来说，黄铜是内在原 
因.第二类是形式原因；对塑像来说，这就是它的设计和形状.谐 
音的形式原因是八音度里的2比1的格局.第三类原因是作用原 
因，是起作用的东西_ 或人； 艺术家和他的凿子是塑像的作用原因. 
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第四个是终因，或现象所服务的 目的； 塑像是用来悦人心意，提供 
美感的.终因是四类原因中最重要的，因为它给出事件或现象的 
终极理由.每件东西都有一终因. 

在事物的这种分类方案里把数学摆在什么地位呢？物理科学 
是研究自然的基本科学，数学则从描述形式上的性质(例如形状和 
数量)这方面来帮助研究.它也给物质现象上所观察到的事实提 
供解释.例如几何用以说明光学和天文所提供的事实，算术上的 
比例关系能说明产生谐音的理由.但数学肯定是从现实世界抽象 
而来的，因为数学对象不能独立于或先于经验而存在.它们是作 
为能够被感觉到的对象本身与对象的本质之间的一类观念而存在 
于人的心目中的.因它们是从物理世界抽象而来的，所以它们能 
应用于物理 世界; 但若脱离可见的或可感触的事物，它们便没有实 
在性.单靠数学是决不能充分确定物质的.质的差异，例如颜色 
间的差异，是不能归结为几何差异的.因此在研究原因时，数学至 
多只能提供形式原因方面的一些知识，就是说只能提供一种描述. 
它能描述物理世界中所发生的事/能把同时发生的变异联系起来 
但对运动或变化的作用原因和终因却不能置一辞 .. 所以 Aristotle 
是把数学和物理严格区别开的，并给予数学以较小的地位.他对 
预测未来是不感兴趣的. 

综上所述可以看出那些塑造希腊学术界的所有哲学家对于自 
然界的研究强调要理解和领悟其内在实质.从 Pythagoras 时代 
起，几乎所有学者都说自然界是依数学方式设计安排的.自然界 
依数学方式设计安排这种信念是在古典时期形成的，并在那时开 
始探索数学规律的.虽然不能说此后所产生的全部数学都是从贯 
彻这一信念而引起的，但一旦建立了这种信念，它就被极大多数的 
大数学家所接受并自觉地贯彻执行.这种信念直到十九世纪末一 
直占优势，在那个时期探索自然界的数学设计方案被人认为就是 
探索真理.虽有少数希腊学者(如 Ptdemy ) 认识到数学理论只不 
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过是为有系统地了解自然而作出的人为尝试，但对于数学规律之 
为自然真理这种信念却吸引了一些最深刻最崇高的思想家去研究 
数学. 

为了使读者更易于理解十七世纪所出现的事情，我们还应该 
指出希腊人对心智力量的重视.因为希腊哲学家相信心智是掌握 
自然的最有力的因素，所以他们把心智所欣赏的原理作为第一原 
理.例如圆周运动之为运动的基本类型这种信念就是从其形式的 
优美为心智所欣赏而来的， Arlstotte 辩护此说的理由也是说圆是 
完整的而直线形因其是由许多线段所围成的，所以是不完整的从 
而是次要的.至于天体之只应作匀速的或等速的运动这种想法， 
它之所以能迎合心智也许因为这种运动比非匀速运动简单.匀速 
的圆周运动似乎是适合于天体的运动.至于世俗物体之所以异于 
行星、太阳和恒星也是有理可说的，因为天体外貌保持不变而地 
上事物变化朋显.‘ Aristotle 虽只强调那种有助于理解现实世界 
(人所能观测的世界）的抽象，但甚至他也说我们应该从心智所明 
了的原理出发，然后去分析自然界里发现的事物.他说我们应该 
汄普通到特殊，从个别的人到人们(原文如此，因与头一句矛盾.，疑 
原书有刊误——译者)，正如小孩起头把一切男人都叫爹而到后来 
才能区别那样.所以即使是从具体对象作出的抽象，事先也需要 
有源于心智的一些总原理.心智能产生第一性原理的这种信念到 
十七世纪终于被推翻了. 


4. 希腊的数理天文学 

现在来考察希腊人在用数学描述自然的工作方面做出了什么 
成绩.希腊人所建立的几门科学只是从 Plato 时代起才搞出相当 
内容和定出方向的.这里虽然只打算回顾天文学但附带也涉及 
Euclid 几何的一个方面.我们已说过球面几何是为天文学而发 
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展的.几何实际是宇宙学中的一部分.希腊人认为几何原理是体 
现在宇宙的整个结构中的，而空间是宇宙的主要组成部分.因此 
研究空间本身以及空间中的图形对于了解宇宙这个较大的目标甚 
为重要.换言之，几何本身就是一门科学，关于物理空间的科学. 

Plato 虽也充分认识到巴比伦人和埃及人的天文观察材料为 
数是很可观的，但正是他强调指出对于行星的木规则运动缺乏内 
在的或统一的理论或解释. Eudoxus 曾一.度是 Plato 学院里的学 
生，他着手解决 Hato 所提出的“整理外观”的问题.他所作的 
答案是第一个比较完整的天文学说.他写过四本天 文书: 《镜》 
( Mirror ) ， 《 现象 》( P 如 nomeno )， 《八年周期 八 Eight - Year . Period ) 和 
« 论速率》(心卸 c _)， 但现今只知道其内容的片断.我们是从这些 
片断和其他作家所提及的材料知悉 Eudoxus 学说的主要精神的， 

-从地上看到的日月的运动可以粗略地描述成匀速圆周运动. 
但它们偏离_轨道的程度大到足以被人观测出来因而需要加以解 
释.至于从地上所看到的行星运动就更复杂，因在它们运动的任 
意一圈的过程中，会在短期内倒过来走■-段回头路之后再往前走. 
而且它们在这些路上的速率也是变化着的> 

为用几何上简单的圆周运动来说明这些实际的、颃为复杂而 
且似乎不遵守任何规律的运动， Eudoxus 提出了如下的 方案: 任一 
天体都有三、四个以地球为中心的同心球，而各个球都绕一轴转 
动.最里面的一个球是带着那个天体的，而天体则沿着球的所谓 
赤道运动；就是说转轴垂直于运动天体的圆形路径.不过这最里 
面的球在绕轴运转之时被下一个同心球这样 带动： 设想第一球的 
两轴延长而两端固定在第二个球上，则第二球在绕其轴转动时就 
带动第^球的轴^起转动，同时第一个球仍绕它自己的轴转动. 
第二球的轴又随第三球之绕其轴旋转而一起转动„ Eudoxus 发现 
用三个球就足以复制出从地上看到的日、月的运动.对于每个行 
星就要用第四个球，而这第四个球是带着第三个球的轴一起旋转 
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的.每个组合的最外面的球，每24小时内绕一根通过天极的轴旋 
转一次. Eudoxus 总共用了 27个球.他把这些球的旋转轴、旋转 
速度、球半径选取得使他的理论尽量符合当时所有的观测数据. 

Eudoxus 的方案在数学上很优美并在许多方面很了不起.用 
球的组合这个想法本身就很巧妙；而选取球轴、半径和转速，使天 
体的合成运动符合实际观测数据的工作，则需要在处理曲面和空 
间曲线（即行星运行路径)方面有极大的数学技巧. 

特别值得指出的是， Eudoxus 的理论是纯数学的.他所说的 
一些球，除了恒星所在的那个天“球”之外，都不是实际观察到的球 
而只是数学的构想.他说有一些力使这些球转动，但他也并没有 
设法讲明那是些什么力，他的理论是彻底符合现代精神的，因为如 
今科学的目标是作出数学描述而不是寻求物理的解释. 

Eudoxus 系统有严重的缺点.它不能说明太阳速度的变化， 
并对其实际路线的描述也稍有错误.他的理论同火星的实际运动 
根本不相符，同金星运动的符合程度也不能令人满意 . Kudoxus 
之所以容忍这样的缺点，可能是由于他手头没有足够的观测数据. 
他也许在埃及只学了一些关于驻点、逆行以及外行星(火星、木星 
和土星)的运行周期等主要事实.或许又由于这一原因，使他所算 
得的天体大小和距离的值很粗略. Aristarchus 说 Eudoxus 相信 
太阳直径是月球直径的九倍. 

Aristotle 并不欣赏纯数学的方案，因此他并不满足于 Eudoxus 
的解决办法.他为设计出让一球推动另一球旋转的实际机构，又 
在 Eudoxus 的球之间增加了 29个球，使一球的转动能通过实际 
接触推动另一球，而使所有球的动力来自最外面的那个球.在 
Aristotle 的有些著作中把本身运动着的恒星天球作为推动其他各 
球的第一个动力.在另一些著作中则认为在天球背后有一个不动 
的推动者.他的66个球把这系统搞得如此复杂，使科学家不能 
置信，虽然它在中世纪有教养的世俗人士中间还是很风行的. 


ire 
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Aristotle 也相信次地是球形的，因为从对称和平衡方面的理由来 
说需要如此，更因为月蚀时看到的地球在月球上的影子是圆的缘 
故. 

从 Aristotle 以后几乎不断有人写天文著作.在 Autolycus 的 
著作(第3章第10节)和 Euclid 的《现象 * ( 第4章第11节)之后， 
下一批天文学巨著是亚历山大里亚学者写的.巴比伦人在塞流卡 
斯时代所作的观测（叫加尔底亚观测）和亚历山大里亚学者自己鄉 
出的数据使原有数据大为丰富和准确. 

亚历山大里亚的第一个大天文学者是 Aristarchus (公元前 
310〜280左右)，他在几何、天文、音乐和其他科学分支上学问广 
博.他所著 《 论日月的体积和距离 》 (On the Sizes and Distances of 
theSwnand Moon ) (现尚存希腊文和阿拉伯文手抄本）是第一个 
测量日月到地球距离和这些天体相 对大小 的重大尝试.这些计 
算同时又是说明亚历山大里亚学派注重数量的另一个例子. 
Aristarchus 没有三角知识也没有准确的 7 F 值 (Archimedes 的工作 
出现在他之后)，但他把 Euclid 的几何用得很得法. 

他知道月光是反射光.当 
恰好半个月球被照亮时，況 
处（图 7.1) 的角是直角.在0 
处的观察者可测出该处的角， 
于是至少可估算出 Oilf 与 0 S 



之比在18到20之间.正确的比是 346. 

求得了相对距离之后， Aristarchus 就通过从地上看到的日轮 
和月轮的大小测定它们的相对大小.他得出的结论是太阳比月球 
太7000倍.这里他同实际差得 很远； 正确的数字是2,296,000 
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倍.他又求得太阳直径和地球直径之比在19/3与43/6 之间； 但 
正确的比约为 107. 

Aristarchus 在第一个提出日心说（即地球和行星都围绕固定 
的太阳作圆周运动）这方面也同样出名 .. 恒星也是固定的，它们看 
上去好象在转动，实际上那是地球绕袖自转的结果.月球是绕地 
球转动的.我们今天虽然知道 Aristarchus 的思想是正确的，但它 
不能为当时的人所接受是有许多原因的.其一是按照 Aristotle 
所精心阐述的希腊力学(见下)不能说明在一个运动着的地球上能 
放得住东西.照 Aristotle 的说法，重物趋向宇宙中心.只要你承 
认地球是宇宙的中心，这一原理就可用来说明物体落向地面的运 
动； 但若地球也在运动，那么落体就会掉在后面. Ptolemy 曾用 
这个论点来反对 Aristarchus , 并且事实上后人也拿它来反对 
Copernicus , 因当时的力学仍是 Aristotle 的那一套东西 . Ptolemy 
还说运动的地球会把天上的云抛在后头.其次， Aristotle 的力学 
需要有一种力来使地球上的东西保持运动而又看不出有什么力. 
但我们不知道 Aristerchus 是怎样回答这些论点的. 

另一个反对 Aristarchus 的论 点是： 如果地球在动，那它同恒 
星的距离就会变，而看起来却并没有变.对此 Aristarchus 给予了 
正确的 反驳； 他说恒星天球的半径是如此之大以致地球轨道相形 
之下小得微不足道. Aristarchus 的日心说之所以被许多人所摒 
弃是因为他把地上的朽物与天体的不朽之物视为等同.行星绕日 
作圆周运动之说当然是不能令人满意的，因为运动情况实际上要 
比这复杂得多.但日心说的思想是可以改进的，而 Copernicus 以 
后确实作了这种改进.但这对希腊人的思想来说未免太激进了. 

定量的数理天文学的奠基人是 Apollonius . .人们称他为厄泼 
色隆(希腊字母6的读音)，因 £ 这个记号常被人用来表示月球，而 
Apollonius 的大部分天文学是研究月球运动的.但在考察他的工 
作以及与之有密切关系的 Hipparchus 和 Ptolemy 的工作以前， 



第 7 聿希腊人对自然形成理性现点的过程 


我们先要考察一下希腊人在 Eudoxus 和 Apollonius 所处时代之 
间搞出来的一套基本天文方案，即周转圆 ( epicycle ) 和从圆 
( deferent ) 的方案.按照这套方案，一行星 P 在中心为 <5的一个 
圆周上作匀速运动（图 7.2), 而5本身则在以地球丑为中心的一 



囝 7.2 


个圆周上作匀速运动. s 所沿着运动 
的圆叫 从圆； P 所沿着运动的圆叫周 
转圆.对某些行星来说， f 点 S 就是太 
阳，但在其他情形下则只不过是数学 
上假设的一个点. 尸与汉 的运动方向 
可能相符，可能相反.太阳和月球的 
情况就属于后一种. 

据认为 Apollonius 对周转圆运 


动的这套方案以及用来表示行星和日、月运动的细节是彻底知悉 


的. Ptolemy 把行星在轨道上停下来并开始逆行的点的确定特别 
归功于 Apollonius , 


希腊天文学的顶点是 Hipparchus 和 Ptolemy 的工作. 
Hipparchus (死于公元前125年左右)沿袭了从圆和周转圆的这一 


套方案，并将其应用于当时所知的五大行星以及日月和恒星的运 


动.我们是通过 Ptolemy 的《大汇编：》获悉 Hipparchus 的著作的， 
但很难区别哪些是属于 Hipparchus 的和哪些是属于 Ptolemy 的. 
Hipparchus 在罗德斯观象台工作三十五年之后并应用巴比伦人 
的观测数据搞出了周转圆运动理论的细节他通过适当选取周转 
圆和从圆的半径以及天体在周转圆上的和周转圆心在从圆上的运 


动速度，使他能把运动的描述加以改进.对太阳和月球的运动 
的描述他搞得很成功，但对行星的运动只能获得部分成功.自 


Hipparchus 时代之后，月蚀的时间能准确预报到一两个小时之 
内，但对日蚀的预报却不那么准.这一理论也可用以说明四季的 
来历. 




4. 希腊的数理天文学 


Hipparchus 的独特贡献是他发现了岁差 (precession of the 
equinoxes ). 为说明这一现象，设地球的旋转轴远及恒星天球.它 
与恒星天球相交的点每隔2600年转动一圈.换言之，地轴相对于 
恒星的方向是不断变化的，而且这一变化是周期性的.它在任一 
时候所指向的那个星叫北极星.上述那个圆圈的直径在地球上的 
张角是 45°. 

Hipparchus 还在天文学上作出了其他许多贡献，如观测仪器 
的制作，黄道角的测定，月球运动不规则性的测量，太阳年日数的 
改进(他测到365天5小时65分12秒——比近代数字约长 67 s 
分)，以及大约一千个恒星星表的编制等等.他求得月地距离与地 
球半径之比为 67.74; 而现代的数值是 60.4. 他算出月球半径是 
地球半径的1/3;而现代的数字是 27/100. 

Ptolemy 推广 Hipparchus 的工作，进一步对所有天体的数学 
描述加以改进.他在《大汇编》里所论述的那个推广了的理论，把 
周转圆和从圆这一套地心说理论作了完整阐释，故后人称之为 
Ptolemy 理论. 

为使这套几何说法符合观测数据， Ptolemy 还对周转圆上的 
运动加上一种变动叫做均匀平化运动 （uniform equant motion ), 
根据这一方案（图7.3)，行星沿中心为 
Q 的一周转圆运动，而 Q 沿以 C ? 为圆心 
的圆周运动，不过这里的 C 不是地球而 
是稍偏离一点.为确定 Q 的速度，他引 
入一飫 H 使 EC = CS ， 并便今匀 
速增大.这样 Q 就以匀角速度运动，但 
不是以匀线速度运动. 

希腊天文学家所采取的方法和所获 
得的理解是有彻底现代精神的.亚历山大黾亚的希腊天文学家如 
Bipparchus 和 Ptolemy 都亲自作观测；事实上 Hipparchus 并不 
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信赖古代埃及人和（巴比伦)加尔底亚人的观测数据而重新进行观 
测.古典时代和亚历山大里亚时代的天文学家不仅提出理论，并且 
也充分认识到这些理论并非真正的设计方案而只不过是能符合观 
测数据的一种描述. Ptolemy 在 c 大汇编》中说 (1 >,天文学里应力 
求使数学模型最为简单.这些人也象其他希腊学者一样，并不寻 
求关于运动的物理解释.关于这一点 Ptolemy 说' “总之，一般 
说来第一性原理的终因若不是无关紧要便是很难说明其本质的 . ” 
不过他自己的数学模型以后却被基督教人士视为只字不可改的真 
理. 

Ptolemy 的理论提供了第一个相当完整的证据，说明自然是 
—致的而且具有不变的规律，而且也是希腊人对 Plato 提出的合 
理解释表观天体运动这一问题的最后解答.在整个希腊时期没有 
任何一部著作能象《大汇编》那样对宇宙的看法有如此深远的影 
响，并且除了 Euclid 的《原本》以外，没有任何别的著作能获得这 
样无容置疑的威信. 

对希腊天文学的这一简短叙述，并未充分显示出即令只是在 
这里所提到的几位希腊学者工作的深度和广度，并且还略去了其 
他许多贡献.几乎每一位希腊数学家，包括 Archimedes 在内，都 
研究过天文学.希腊天文学是高明而又广博的，并且应用了大量 
的数学. 


5.地理学 

另一门奠基于希腊时代的科学是地理.虽然有少数几个古典 
时代的希腊人如 Anaximander 和米利都的 Hecataeus (死于公元 
前475年左右）曾绘制了当时所知地面的地图，但到了亚历山大里 

(1) 第八篇第2車末段. 

(2) «大汇编第九篇. 
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亚时代地理学才有了大的进展.他们测量或计算了地面上的距 
离、山的高度、谷的深度、海的广度.由于希腊世界的范围扩大了， 
更促使希腊人去研究地理. 

亚历山大里亚时代的第一个大地理学家是施勒尼的 
Eratosthenes (公元前 284 〜 192 年左右）.此人是亚历山大里亚 
图书馆馆长，数学家，哲学家，诗人，历史学家，语言学家，年表学 
家，并以古代最有学问的人闻名于后世.他曾在雅典 Plato 的学 
校里求过学，后被 Ptolemy Eviergetes 延请到亚历山大里亚. 
Erktosthenes 在亚历山大里亚一直工作到晚年失明时为止，他由 
于失明自己绝食而死. 

Eratosthenes 搜集了当时所知道的地理知识，计算了地面上 
许多重要地点（如城市)之间的距离.他最出名的工作是计算了地 
球(大圆)的周长.在赛尼 ( Syene ) 即如今叫阿斯旺的那个地方;夏 
至那天中午的太阳几乎正在天顶 
(图 7.4), (这是从日光直射进该处 
一井内而得到证明的. ） 同时在亚历 
山大里亚，该处在赛尼之北而几乎 
(1° 之内）与它在同一子午线上，其 
天顶方向（图中的 0 B ) 与太旧方向 
(图中的 4 D ) 的夹角测得为 36( T 的 
1/50. 因太阳距地很远，故可把和看成是平行的.因此 
^04 = — X 360°. 这说明弧是地球周长的 I . 赛尼到亚 
历山大里亚的距离 Eratosthenes 是这样估算的.骆驼队一天走100 
个视距段 ( stadia )， 从亚历山大里亚到赛尼须走60天.因此这段 
距离是_个视距段，从而地球周长是250,000个视距段.一般 
认为一个视距段等于157米，故 Eratosthenes 所得结果是24,662 
英里.这 t 结果比以前一切估算的结果精确得多. 
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Eratosthenes 写过《化理学 》(<? eogfra ； p %) —书，其中载入了他 
所作测量和计算的方法和结果.他还在书中说明了地表变化的性 
质和原因.他还绘制过世界地图. 

科学方法绘制地图成为当时地理工 
作的一部分.一般认为纬度和经度是 
Hipparchus 引入的，但这套办法在他之 
前就已经有人知道.用了经纬度当然就可 
以准确描述地球上的位置. Hipparchus 确 
曾发明了正交投射法，用无穷远处射来 
的“光线”把地球投射到一个平面上（图 
S 7 5 7.5). 例如，我们看到的月球实际上就是 

它的正交投射图.他用这个方法就可把一部分地面画在一个平面 
上. 




图 7.6 

Ptolemy 在他 ( 的《 平球法 》 { Planisphaerium ) 中用了球极乎面 
投影法（在他之前 Hipparchus 可能已经用过).从 0 作一直线通 
过地球上一点 P 延长到赤道平面或另一极处的切平面（图 T .6). 
据说 Hipparchus 是利用切平面的， M Ptolemy 是利用赤道平面 
的.这样就把球面上的点映射到一个平面上.在这种投影图里， 
从图中央到图上所有点的方向是真实方向.局部性的角也是不变 
的(保角映射)，但 Ptdemy 并未提及这一点.因此子午线和纬线 
是成直角的.球面上的圆在图面上还是圆，但面积变了. Ptolemy 





自己又发明了一种锥面投影法，这就是把地商上一块区域从地心 
投射到一个相切的锥面上（图 7.7). 

Ptolemy 在他那部包含八篇的《地 
理学》 ( Qeographia ) 中讲述了绘制地图 
的方法.第一篇第24章从章名和内容 
上看可知是专门论述把球面绘成平面的 
最古老的著作.全部《地理学》可说是第 
—本地图集和地名辞典.它给出了地球 
上8000处地方的经讳度，在好几百年间是一本标准的参考书. 



6.力 学 

希腊人开创了力学这门科学. Aristotle 在他的《物理学》 
中编集了一套运动的理论，成为希腊力学的最髙成就. 
同他的全部物理学一样，他的力学是从一些理性的似乎是不言自 
明的原理出发讲述的，但这些原理仅仅得自观察或略经实验核证. 

按 Aristotle 的说法，运动有两类，一类是天然的，另一类是激 
发的或人为的.天体只有天然运动 —— 圆周运动.至于地上的东 
西，他说它们之能有天然运动(相对于把一物从一处投掷或拉曳到 
另一处的那种瀲发运动而言)乃是因为每件物体在宇宙中有其平 
衡于其他物体或获得静止的自然位置.重物以宇宙中心即地心为 
其自然位置.轻物(如气体)的自然位置在天上.当物体趋向它的 
自然位置时就引起天然运动.地上物体的天然运动是循直线上升 
或下落的.若地上一物不在它的天然位置上，它就要尽可能快地 
达到它的天然位置.澈发运动（即人为运动)则是由圆周运动和直 
线运动组成的.例如把一块石子朝上直投，它就循直线往上并循 
直线下落. 

运动中的任一物体都受到力和阻力.在天然运动的情况下, 
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力就是物的重量，阻力则来自物运动所经过的媒质.在激发运动 
的情况下，力来自人的手或某种机构，阻力则来自物的重量.没 
有力就没有 运动； 没有阻力运动就会一下子完成.所以任何运动 
的速度取决于力和阻力.这些原理可以用现代写法总结成公式 
VocF / R , 即速度正比于力而反比于阻力. 

因激发运动中的阻力来自物体的重量，故对较轻的物体而言， 
阻力5就较小.根据以上公式，运动速度 K 就会大 一些; 就是说， 
在同一力的作用下，较轻的物体运动得快一些.由于天然运动中 
的阻力来自媒质，所以在真空中的速度将为无穷大.因此真空是 
不可能有的. 

Aristotle 对解释某些现象感到困难.为说明落体速度何以会 
增大，他说物体之所以随着其接近天然位置而增大其速度，乃是因 
为物体运动得更加 欢乐； 但这同速度取决于固定重量的说法不一 
致.对于弯弓射出一箭的情形， Aristotle 说箭之所以在离弓后能 
继续运动，乃是因为手或弓弦把动力传给附近的空气，而这附近的 
空气又把动力传给下一层空气等等之故.另一方面，箭前的空气 
受压缩而奔绕到箭后以免发生空隙，因而使箭能推向前进.他没 
有解释为什么推动力会消衰. 

希腊时代最大的数学物理学家是 Archimedes . 任何别的希 
腊学者都没有象他那样把几何与力学结合得如此紧密，并象他那 
样巧妙地善于用几何论点来作证明.他在力学方面写过《论平板 
的平衡》(或《平板的重心》)，这是一部共含两篇的著作.他所说的 
一个物体或一组固连物体的重心,也同我们今天所说一样，是指能 
使该物体或该组物体在只有重力作用时支于该处而获得平衡的 
点.他开头提出关于杠杆和重心的一些公设.例如(次序编号仍 
按 Archimedes ): 

1. (离开杠杆支点)等距离处的相等重量处于平衡，不等距离处的 
相等重量不平衡而朝着距离较远处的那个重量倾斜. 



2. 若在(离开杠杆支点)某两个距离处的两个重量处于平衡，而在 
其中一重量上加一物，它们就不再平衡，朝着如物的那个重量倾 
斜. 

5. 面积不同而相似的图形，其重心也在相似的位置…… . 

7. 凡周边凹向同侧的任一图形，其重心必在图形内部. 

他在这些公设之后列举了一些命题，其中的有些证明要依据 
其失传著作《论杠杆》中的 结果： 

命题 4. 若两个相等重量的重心不在同一个地方，则它们合在一 
起时的重心乃是其重心连线的中点. 

命题6与 7. 两个量，不管其可公度与否，其到平衡处的距离与该 
两量成反比. 

命题 10. 任一平行四边形的重心是其对角线的交点. 

命题 14. 任一三角形的重心，是其任两顶点与其对边中点所作两 
根连线的交点. 

第二篇论述一抛物线弓形的重心.其主要的定理 中有： 

命题 4. 为一直线所割出的任一抛物线弓形的重心位于该弓形的 
直径上. 

直径是 40( 图7.8)，这里0是 SD 
的中点，而20平行于抛物线的轴. 

证明要利用他在《抛物线的求积》—书 
中的结果. 

命题 8. 若40是抛物线弓形的直径，. 

是它的重心，则 AG =( S / 2 ) G 0 . 

求重心的工作在亚历山大里亚希腊时期的许多书里都有.例 
如 Heron 的《力学》和 Pappus 的《数学汇编》的第八篇（第5章 
第7 节). 

流体静力学（研究静止液体的液压）是 Archimedes 奠立的. 
在他的《论浮体》—书中，他论述了水施于浸入其中物体的压力. 
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他提出两个公设.第一个是说液体任一部分施于液体的压力是朝 
下的.第二个公设说液体对置于其中一物的压力是沿着通过该物 
体重心的一根垂线朝上的.他在第一篇中证明的一些定 理是： 

命题 2. •任一静止液体的表面是中心在地心处的一个球的球面. 
命题 3. 凡与等体积液体等重的固体，若置于液体内，必将浸没到 
使其表面不致露出液面，但不会浸得更深. 

命题 5. 若将轻于液体的任一固体置于液体内，它将下沉到这样 
的程度，使该固体[在空气中]的重量等于其排开的液体的重量. 
命题 7. 若将一重于液体之物置于液内，它将下沉到液底，且若在 
液体内衡其重量,则其轻于原重之数等于其所排液体的重量. 

最后这个命题一般认为是 Archimedes 据以确定那个王冠成 
份的(第5章第3节).他必定是照着下面这样来论证 的:设 TT 是 
王冠的重量.拿一块重量为研的纯金放在水里称，它就要减轻 
Fi —— 所排去水的重量.同样，一块重量为的纯银所排去水的 
重量可由纯银在水中称出重量后求得.于是若原来那个王冠 
含重叫 的金和重％的银，则原王冠所排去的水重应等于 

今设 罗是王 冠所排水的实际重量.则 

或即 WtFi + w 2 F i = Qw i 十 w 2 ) 五， 

4 F ~ F X - 

于是 Arehimedes 可以定出王冠里的金银含量之比而无需弄毁王 
冠.在 Vitruvius 讲的这个故事里， Archimedes 是用所排水的体 
积而没有用重量.这时 A ■ Fi , 分别是王冠，重量为 TT 的纯 

金，重量为讯的纯银所排去水的体积.代数演算的结果仍一样， 
但没有用到命题 7. Archimedes 确实找出金冠里掺了银. 
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为使读者对 Archimedes 著作中所处理•的问题在数学上和物 
理上的复杂程度有些印象，我们摘录第二篇中一个简单的命题. 
命题 2. 有一旋转抛物体的正截段，其轴不超过 3 p /4[> 是其生成 
抛物线的正焦弦或主参量]，其比重小于液体.若将它浸入液中使 
它的轴与垂直方向成任一角但不让 
截段的底接触水面（图7.9)，则该 
抛物体截段不会停留在那个位置而 
要回复到使它的袖处于垂直方向的 
位置. 

Archimedes 所处理的是物体 
在水里的稳定性问题.他说明物体 
放到水里后在什么条件下能转向或 
保持平衡位置.这些问题显然是对船舶在水里受倾侧后出现情 
况的理想化描述. 



7.光’学 

除天文学外，数学里搞得最经久最成功的要算是光学了.光 
学是希腊人创立的.从 Pythagoras 以后的几乎所有希腊哲学家 
都探讨过光的性质，视象和光色.伹我们关心的是数学方面的 
成就.第一项成就是西西里岛阿格立真坦 （ Agrigentum ) 的 
Empedocles 先验地提出的光以有限速度行进的说法. 

光学方面的第一批系统性的著作是 Euclid 的《光学》和《镜面 
反射 》. «光学》研究视象问题以及怎样从视象确定物体的大小. 
EuoHd 先摆出定义(其实是公设)，他的第一个定义(正如 Plato 那 
样)说人之所以能看到东西(产生视象)，乃是因为从眼睛里发出的 
光循直线行进照射到所见的物体上的缘故.第二个定义说视线成 
一锥体，其顶点在眼睛处，其底面在所见物体的最远端.定义4说 
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两物中若一物所定视线锥的顶角较大，该物看起来就显得较大些. 

然后在命题8中 Kuclid 证明两个相等而 
平行的物体(图7 .10 中的和 Ci)) 的视 
观大小并不和它们到眼睛的距离成比例. 
命题23到27证明眼晴看球实际所见的不 
到球的一半，而所见部分的外廓是个圆. 
命题32到37指出着一个圆，只有当眼睛 
在圆平面圆心处的垂线上时，所见的才是 
一个圆. Kuolid 又指出怎样从平面镜里所见的镜像来算出实物的 
大小.书甩共有58个命题. 

«镜面反射》描述从平面镜，凹面镜和凸面镜反射出来的光的 
习性以及它对我们视觉的影响.这书也象《光学样是从实际上 
就是公设的一些定义出发的.定理1讲 
反射律，这是现今所谓几何光学的一个 
基本定律.这定理说入射线与镜面所成 
角 2( 图 7.11) 等于反射线与镜面所成 
角 B . 现今更普通的说法是今(7=彳2)， 

而把令 C 称做入射角，把今 D 称做反射 
角. Euclid 还证明了光线照射在凸或凹镜面上的规律，他是以光 
线照射镜面处的切平面代替镜面来证明的. 



Heron 从反射律推出了一个重要的结论.若 P 及 Q 是在直 
线没 T 同侧的任意两点(图7.11)，则从点 P 到直线再到点 Q 的一 
切路径中，以通过直线 上点丑 使线段 P22 及 QJS 与 ST 的夹角相 
等的那个路径为最短，而这恰好就是光线所要经过的路径.所以 
光线从 尸出发 照过镜面再到 Q 是采取最短路程的. ： 很明显，自然 
界是很了解几何，而且是运用自如的.这命题出现在 Heron 的 
«镜面反射书中，那也是讲述凹镜、凸镜和复合反射镜的. 

有不少著作是论述光线在各种形状镜面上的反射的.其中 



有 - Archimedes 所著而现已失传的《镜面反射》以及 Diocles 和 
Apollonius 所写书名同为《论点火镜 》 (On jBwrning - Mrrors ) 的两 
部著作.点火镜肯定是呈球面形、旋转抛物面形和旋转椭球面 
的凹面镜，而旋转椭球面是指椭圆绕其长轴旋转而生成的形体. 
Apollonius 肯定知道抛物镜面能把焦点处发出的光反射成平行于 
镜面轴的光束.反之，若照射的光线平行于轴，则反射后就聚集在 
焦点处.这样就可把太阳光聚集在焦点处产生 高温； 从而有点火 
镜之名.据说 Archimedes 就利用抛物镜面的这一性质把日光集 
中到罗马船上使它们起火的. Apollonius 也知道其他圆锥曲线的 
反射性质，例如，从椭球面镜一焦点发出的光经反射后会集中到 
另一焦点上.他在所著《圆锥曲线》第三篇里讲述了椭圆和双曲线 
的有关几何性质(第4章第12节).他以后的希腊人，特别是 
Pappus , 肯定是知道抛物面的聚焦性质的. 

光的折射现象，即光在一个性质处处不同的媒质内通过时弯 
曲的现象，或光线从一个媒质进入另一媒质(例如从空气进入水） 
而突然改变方向的现象，曾为亚历山大里亚时期的希腊人所研究. 
Ptolemy 注意到来自太阳和星星的光线受大气折射的影响，并打 
算(没有取得成功)找出光线从空气进入水或从空气进入玻璃时发 
生折射的规律.他所著关于镜面和折射的书《光学》 ( Optics ) 流传 
到今天. ，- , 


8.占星术 

虽然今天已不把占星术当作科学，但在早期文明社会中确曾 
被人当作科学看待.公元前二世纪左右亚历山大里亚希腊人搞的 
那套占星术和亚述时期巴比伦人的占星术不同.后者只是从观察 
行星的位置来推出关于君王和国家大事的结论.他们不搞计算， 
人出生时刻的星象是不起作用的.伹希腊或亚历山大里亚的占星 
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术是牵涉到个 人的; 它根据所算出的黄道带里的日、月和五大行星 
在出生时刻的位置，可知其人的未来和命运.希腊人为计算这些 
数据就搞出了一大套的道理. 

亚历山大里亚希腊人对这门科学肯定是搞得很认真的. 
Ptolemy 在这方面写了一本出名的书，叫《四书》或 
TetrabiMos ) 或 «论星辰影响的 四书 》 (Four Books Concerning the 
Injlv^nce of the Stars ), 其中指出了如何根据星象来预卜未来的规 
则.这书被人使用了一千年. 

占星术在科学史上的意义在于其促进了天文学的研究，这不 
仅在希腊而且在印度、阿拉伯和中世纪的欧洲都是如此.占星术 
培育了天文正如炼金术之培育化学一祥.奇怪的是，人们把占星 
术预言的错误归咎于天文计算的错误，而并不归咎于占星术说法 
之不可靠. 

在亚历山大里亚希腊人那里数学开始被应用于医学，特别是 
通过占星术的媒介而应用于医学.他们有的医生就叫医道数学 
家，是根据占星术的征象来决定医疗办法的.希腊时代的大医生 
Galen 是坚信占星术的，这也许情有可原，因最闻名的天文学家 
Ptolemy 也信占星术.数学和医药的这一联系在中世纪变得更加 
密切了. 

由于我们所关心的是数学，所以对希腊科学的叙述是有关数 
学方面的.希0人也在其他(至少在当时)与数学无关的领域里进 
行过研究.他们也作了实验和观测，特别是天文观测.但他们的主 
要成就是在科学工作中确立了数学的重要作用. Plato 写的对话 
«爱好者此)发表了这样的思想，说每门科学只有当它含有 
数学时才成其为 科学； 这一原则从希腊人所取得的重大成就得到 
最有力的支持.此外，希腊人的研究提供了充分证据说明自然是 
有其数学设计的.他们对自然的见解以及他们之开创用数学方法 
研究自然,在希腊时代及其后各个世纪里激起了数学的创造发明. 



參考书目 


193 I 


参考书目 

Apostle, H. G. : AristotWs Philosophy of Mathematics, University of Chicago Press, 

1952. 

Berry, Arthur ： A Short History of Astronormj, Dover (reprint), 1961, Chaps, 

1 - 2 . 

Clagetfc, Marshall: Greek Science in Antiquity > Abelard-Schaman, 1955. 

Dreyer, J. L. E.: A History of Astronomy from Thales to Kepler, Dover (reprint), 

1953, Chaps. 1 〜 

Farrington, Benjamin: Greek Science, 2 vols.. Penguin Books, 1944 and 1949. 
Gomperz, Theodor: Greek Thinkers, 4 rols., John Murray, 1920. 

Heath, Thomas L.: Greek Astronomy, J. M. Dent and Sons, 1932. 

Heath, Thomas L.: Aristarchus of Samos, Oxford University Press, 1913, 

Heath, Thomas L.: The Works of Archimedes, Dover (repriut), 1953, pp. 189 〜 220 
and 253 〜 300. 

Jaeger, Werner ： Paideia, 3 vols., Oxford University Press, 1939 〜 1944. 
Pannekoek, A .： 4 History of Astronomy, John Wiley and Sons, 1961. 

Sambursky, S.: The Physical World of the Greeks, Routledge and Kegan Paul, 
1956. 

Santillana, Q. det The Origins of Scientific Thought from ATiaxvnander to Proclm, 
600 B. C. to 300 A* B.y University of Chicago Press, 1961 
Sarfcon, Geoige: A History of Science, Harvard University Press, 1952 and 1959, 
Vols. 1 and 2. 7 

Ver Becke, Paul: Eudide, V Optique et la catoptrique, Albert Blanchard, 1959. 
Wedbcrg, Anders: Plato’s Philosophy of Mathematics, Almqvist and Wiksell, 1955 f 








希腊世界的衰替 


了解 Archimedes 与 Apollonius 的人，对后代杰出人物的成 
就不会再那么钦佩了 • 

Q. W, Leibous 


1. 对希腊人成就的回顾 

亚历山大里亚希腊文明虽持续到公元640年最终被回教徒摧 
毁时为止，但由于其创造的成就越来越少，所以这个文明在公元 
头几个世纪里显然已开始衰落了.在考察这衰落的原因以前， 
我们要总结一下希腊数学的成就和缺点，并指出它留传给后代的 
问题.希腊人作出了那么多的成绩，并且其后(经印度和阿拉伯人 
插入小量贡献后)欧洲人继而研究敢学的道路全然由希腊留下的 
遗产所决定，所以有必要搞清楚当时数学所达到的高度. 

( 人们把数学之成为抽象化科学归功于希腊人.这一重大贡献 
^其不可估量的意义和价值，因为同一个抽象的三角形或代数方 
程能应用于几百种不同的自然现象一事，正是数学的力量和秘奥 
之所在. 

希腊人坚持要演绎证明.这也确是了不起的一步.在世界上 
的几百种文明里，有的的确也搞出了一种粗陋的算术和几何.但 
只有希腊人才想到要完全用演绎推理来证明结论.需要用演绎推 
理的这种决心是同人类在其他一切领域里的习惯做法完全违背 
的; 它实际上几乎象件不合理的事，因为人类凭经验、归纳、类比和 
实验已经获得了那么多高度可靠的知识.但希腊人需要真理，并 
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觉得只有用无容置疑的演绎推理法才能获得真理.他们又认识到 
要获得真理就必须从真理出发，并且耍保证不把靠不住的事实当 
作已知.因此他们把所有公理明确说出，并且在他们的著作中采 
取一开头就陈述公理的做法，使之能马上进行批判考察. 

除了想出用这种非凡的方案来证实可靠的知识以外，希腊人 
还表现出一种为创新者所少见的细致精神.他们认识到概念必须 
彼此没有矛盾，以及不能用不存在的图形(如正十面体)来搞出前 
后一致的逻辑结构，这一切显出他们几乎有超人的并且肯定是空 
前的思想深度.现在我们知道他们在研究一个概念以前证明其存 
在的做法，是靠演示它能够用直尺圆规构作出来. 

希腊人在发现定理与作出证明方面的能力之强，从 
本》之含437个命题以及 Apollonius 《圆锥曲线》之含487个命题， 
而且所有这一切都是从《原本》里的10个公理推出这一事实，可以 
得到证明.至于其逻辑结构之浑然成为一体，则就其重要性并且 
也许从作者的意图来说肯定还是次要的事.如果同样这些结果是 
从许多组不同的(虽然是同样可靠的)公理获得的 .. 那么它们就远 
远不如现在这批知识那样易于处理和易于为人所接受. 

希腊人在数学内容上的贡献——平面与立体几何，平面与球 
面三角，数论萌芽，巴比伦和埃及的算术与代数的推广 —— 是巨大 
的，特别是鉴于当时从事这项工作的人数不多而且广泛活动的时 
间也不过几个世纪.在这些贡献之外还必须加上几何代数法，他们 
的这项工作只要能承认无理数并把内容翻译成符号 式子， 就可以 
变成相当一部分初等代数的基础.他们用穷竭法来处理曲边图形 
的工作虽仅属几何的一部分，但也值得特别提及，因为这是微积分 
的萌芽. 

希腊人对自然界的看法也是对后世人同样重要的一种贡献与 
启发.希腊人把数学等同于物理世界的实质，并在数学里看到关 
于宇宙结构和设计的最终真理.他们建立了数学和研究自然真理 
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之间的联盟，这在以后便成为现代科学的基础本身.其次,他们把 
对自然的合理化认识推进到足眵深远的程度，使他们能牢固树立 
一种信念，感到宇宙确实是按数学规律设计的，是有条理、有规律 
并且能被人所认识的. 

他们也并不忽视数学在美学上的意义.这学科在希腊时代被 
人珍视为一门 艺术; 他们在其中认识到美、和谐、简单、明确以及秩 
序.算术、几何与天文被人看作是心智的艺术与灵魂的音乐. 
Plato 喜爱 几何； Aristotle 不愿把数学和美学分开，因他认为秩序 
和对称是美的重要因素，而这两者他能在数学里找到.事实上，在 
希腊人的思想里，对合理的、美的乃至对道德上的关心都是分不开 
的.他们反复说过球是一切形体中最美的，因而是神圣的，是善 
的.圆也和球一样从美学观点上为人所 喜爱； 因此那些代表天上 
万劫不变的永恒秩序的天体，自然要以圆为它们的运动路径，而在 
不完善的地上，则以直线运动居多.无疑是由于这门学科在美学 
上的吸引力，才使得希腊数学家把有些项目探索到超出为理解自 
然所必需的程度. 


2 . 希腊数学的局限性 

尽管有了不起的成就，希腊数学是有缺点的.从它的局限性 
可以看出尚待开辟的前进道路. 

第一个局限性是他们不能掌握无理数概念.这不仅限制了算 
术和代数，而且使他们转向而且强调几何，因为几何思想可以免于 
明确碰到无理数之是否为数这个问题.如果希腊人能正视无理 
数，他们也许能使算术和代数推进一步;并且即使他们自己没有这 
样做，他们也不致阻碍后代在算术和代数方面取得进展，因后代人 
受了他们的影响，总觉得在处理那些可能取无理值的量时，只有几 
何才有可靠的基础. Archimedes , Heron 和 Ptolemy 曾开始把无 
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理数当作数来处理，但未能改变希腊数学的进程或希腊思想对后 
代的影响.希腊人之专注于几何迷糊了后世好几代人的视界，看 
不出几何与算术在概念上与运算上的相应之处.由于他们未能把 
无理数定义、接受并且在思想上搞通它是数，他彳 ri 就硬把数和量区 
别开来.结果就把代数和几何看成是不相干的学科. 

如果希腊人不那么关心逻辑和严密性，他们也许会象巴比伦 
人或后继文明中的人那样无意中承认并运用无理数.但这种认识 
在直观上没有明确基础，而搞一个逻辑结构又非他们力所能及. 
希腊人坚持要有准确的概念和证明这个美德，从数学的创造发明 
来说却是个缺点. 

把结构严密的数学（除数论之外）限于几何一事又产生另一 
不利之处.随着数学范围的扩大，用几何方法就使证明越来越复 
杂，特别是在立体几何方面.而且即使在比较简单的证明里也缺 
乏一般性的方法，而这在我们有了解析几何与微积分后是很清楚 
的事.我们只要看看 Archimedes 求抛物线弓形面积或求他的螺 
线弧所含面积时搞得多么艰难，并把它同现代用微积分的做法比 
较一下，就可以体会到微积分的功效. 

希腊人不仅把数学主要限制于 几何； 他们甚至把几何只限于 
那些能用直线和圆作出的图形.于是曲面只许是那些从直线和圆 
绕一轴产生的，例如由一矩形、三角形和圆绕一直线旋转而生成的 
圆柱、圆锥和球.也有少数 例外： 平面类似于 直线； 棱柱是一种 
特殊 圆柱； 棱锥是剖开棱柱而得出的.圆锥曲线是用平面截锥面 
而得出的.此外象 BBppias 的割圆曲线， Nicomedes 的蚌线和 
Diodes 的蔓叶线则在几何的 边缘； 它们叫机械曲线而不算几何 
曲线. 

Pappus 对曲线的分类说明希腊人要把曲线限制在一定范围 
由-据; Pappus 说希腊人是这样区分曲 线的: 平面曲线是从直绿和 
呵作出的那些 曲线; 圆锥曲线被他们称为立体曲线,因它们是从圆 
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锥产 生的； 割圆线、蚌线、蔓叶线和螺线这些曲线形成第三类.同 
样，他们把问题分为平面的、立体的和曲线的三类.平面问题是能 
用直线和圆解决的 问题； 立体问题是能用一个或多个圆锥曲线解 
决的问题.不能用直线、圆或圆锥曲线解决的问题叫曲线问题， 
因为它们要用到更复杂而不那么自然的曲线. Pappus 强调用平 
面或立体轨迹解问题的重要性，因在那种情形下就可给出存在实 
解的准则. 

为什么希腊人要把他们的几何限于直线和圆以及那些易于从 
两者得出的曲线呢？ 一个理由是这样可以解决证明一个几何图形 
的存在问题.我们知道，希腊人特别是 Aristotle 曾指出必须保证 
所引用的概念不自相 矛盾； 就是说必须证明它们存在.为解决这 
问题，希腊人至少从原则上只承认那些可以作图的概念是存在的. 
直线和圆是在公设里承认它们是可作的，但其他图形则必须从圆 
和直线来作出. 

不过用作图来证明存在的做法并未推行到三维图形上.这里 
希腊人只是承认了直观上看来清楚的事实，例如球、圆柱和圆锥等 
旋转形体的存在.用平面截割这些图形产生圆锥曲线这种 曲线； 
因此甚至尚未证明其存在的平面图形卑获得承认——不过颇为 
勉强.这一点 Descartes 在其《 几何》 （JU Qkmetrie ) 第二篇的开 
头处曾 指出: “诚然，圆锥曲线在古代几何里从没有正式获得承 


之所以限于直线、.圆以及那些能从两者得出的图形,其第二个 
原因来自 Plato, 他认为观念要清楚才能加以接受.希腊人虽未明 
确定义整数但觉得整数观念本身可以当作一个清楚的概念来接 
受，而几何图形则应该搞得明确些.直线、圆以及由它们得出的图 
形是清楚的，而用机械工具(除直尺和圆规以外)作出的图形则不 
然，所以是不容许的.把图形只限于那种清楚的，这就产生出简 
单、次序井然、和谐与美妙的几 何学. 
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由于坚持要把他们的几何学搞得统一、完整和简单，由于把抽 
象思维同实用分开，所以古典希腊几何成为一门成就有限的学科. 
它狭隘了人们的视界，使他们的头脑接受不到新思想和新方法. 
它的内部存在益使它自己死亡的种子.如果没有亚历山大里亚文 
化开阔了希腊数学家的眼界，那么它那狭隘的活动领域，局促的观 
点，在美学上的限制，很可能使它的发展受到遏制. 

希腊人的哲学思想又从另一方面限制了希腊数学的发展.在 
整个古典时期，他们相信数学事实不是人创造的，而是先于人而 
存在的.人只要肯定这些事实并记录下来就行了. ： Plato 在其 
《 Theaetet ⑽ 一书中把探索知识比作在一个鸟族馆里捕鸟.那些 
鸟是已经被人网起来的，人只要进去抓就是了.但对数学性质的 
这种信念并没有为人们所赞同. 

希腊人未能领悟无穷大、无穷小和无穷步骤.他们“对无穷的 
空间望而生畏”. Pythagoras 派把善与恶同有限与无限联系起来. 
Aristotle 说无穷是不完美的、未完成的、因而是不可思 议的； 它是 
不成形的、混乱的.只有那些限定而分明的东西才有其本性可言， 

为避免提出直线可无穷延伸， Euclid 说一线段（他书中的“直 
线”就是指线段）可按需要加以延伸.从 Euclid 对平行公理的叙 
述也可看出他不愿涉及无穷大.他并不谈伸向无穷远的两根直线 
也不直接给出两平行直线存在的条件，而只是在他的平行公理中 
提出两直线相交于某有限点处的条件. 

在点与直线的关系以及离散与连续的关系里要涉及无穷小概 
念，而 Zeno 的饽论很可能使希腊人不敢触及这一概念.点和线的 
概念曾使希腊人伤脑筋并使 Aristotle 硬把它们分开来.他虽承 
认点是在线上的，但说线不是由点生成的，并说连续不能由离散生 
成（第3章第10节).这一区别又使他们感到有必要把数同几何 
分开，因为希腊人认为数是离散的，而几何则处理连续的量. 

由’于他们怕无穷步骤，所以他们也与极限步骤失之交臂.他们 
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用一正多边形来接近圆时满足于使其相差小于任一给定的量，但 
总留下一些量.因此这一步骤在直观上仍很 清楚； 而极限步骤则 
要用无穷小. 


3. 希腊人留给后代的问题 

希腊数学思想的局限性几乎不言而喻地说明他们遗留给后代 
的是哪些问题.由于他们未能把无理量接受为数，于是不可公度 
比是否可指定其为一数而用算术方法来处理就成为问题.如果有 
无理数，代数范围也能扩大.在解那些可能有无理根的二次方程 
或其他方程时,就不必用几何方法而可以通过数来处理这些问題， 
代数就可以从埃及和巴比伦人或 Diophantus (他不愿考虑无理数） 
所达到的阶段进一步向前发展. 

希腊人甚至对整数和整数之比都没有奠立逻辑基础.他们只 
提供颇为含糊的定义，如在 Euclid «原本》第七到第九篇中所陈述 
的 那样. 由于亚历山大里亚人随意使用数，其中包括无理数，所以 
对于数系的逻辑基础就更加显得迫切 需要； 而亚历山大里亚人的 
这种做法只不过继承了埃及和巴比伦人的实用传统.这样希腊人 
就留下了两门截然不同的、发展得不平衡的数学.一门是严格的、 
演绎式的、有系统的几何学，一门是凭直观的、经验的算术及其到 
代数的推广. 

由于他们未能建成演绎式的代数，这就表明严格的数学只限 
于 几何； 事实上，直到十七和十八世纪情形依然如此，而那时代数 
和微积分已经广为流行了.然而即使在那时，所谓严格数学仍然 
是指几何. 

Euclid 几何之限于考虑能用尺规作出的概念，使数学有待完 
成两项任务.第一项任务是特殊的，即是要证明能用尺规化圆为 
方，三等分任意角，和作出倍立方体.这三个佝题引起很大兴趣， 
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甚至今日还使一些人着迷，虽然(我们以后可以看到）这在十九世 
纪就已经处理完毕了. 

第二项任务是把存在性问题的准则放宽.以作图作为证明存 
在性的一种方法，对于那些应该(并且在以后确实）为数学所考虑 
的概念来说是限制太严了.更有甚者，由于某些长度是作不出来 
的，所以 Enclid 直线是不完 整的； 就是说，严格地讲它不包含那些 
不可作出的长度.为使其内部臻于完整而对研究具体世界更为有 
用，数学必须在证明存在性的问题上不受狭隘的几何方法的束缚. 

上面已经说过，为避免直接肯定有无穷长的平行直线 ， Euclid 
就把平行公理讲得比较复杂.他认识到这种讲法使那个公理不象 
其他九个公理那样不言自明，并且我们有充分理由相信 Euclid 在 
非万不得已时是尽量避免用这个公理的.许多希腊人想用其他公 
理来代替平行公理，或根据其余九个公理来证明它. Ptolemy 曾 
对此写了一篇 论文; Proclus 在评注 Euclid 著作时提到了 Ptolemy 
证明平行公设的尝试,并且他自己也想做出证明. Simplicius 提到 
另外一些搞过这一问题的人，并进一步指出“古代”人们反对使用 
平行公设7 

同平行公设问题密切相关的是物理空间是否为无限的问题. 
Eudid 在公设2中假定一直线段可按需要随意 延长； 他用了这一 
事实，但只为得出一个较大的长度一一如第一篇中的命题11, 16 
和 20 那样. Heron 对这些定理给出新的证明，避免了延长直线的 
倣法，以堵反对者否认有足够空间可供延长的口实. Aristotle 考 
虑过空间是否为无限的问题，并列举六点非数学上的理由来论证 
其为 有限; 他预料到这个问题是难搞的. 

留给后代的另一个问题是计算曲边形所围面积和曲面所包容 
的体积.希腊人，特别是 Eadosus 和 Archimedes , 不仅处理过这类 
问题，而且用穷竭法做出了相当大的进展.但这方法至少在两方 
面是有缺点的.第一是对每个问题都需要想出一种巧妙的方案来 
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逼近所论的面积或 体积； 但对于以后所要计算的那些面积和体积 
来说，光用这种方法使人感到有智穷虑竭之时.其次是，希腊人所 
取得的结果通常仅仅是指出所要求的面积或体积等于某一较简图 
形的面积和体积，而后者的数值仍是未知的.但在应用上所需要 
的恰恰是数量上的知识. 


4. 希腊文明的袞替 

大约从公元的年代开始，希腊数学的活动能力逐渐衰退了. 
在这新时代里， Ptolemy 和 Diophantus 的工作是唯一重要的贡献. 
Pappus 和 Proolus 这两大评注家是值得注意的，伹他们只不过是 
写了这个时代最后的一页.这个文明曾在五个到六个世纪之间作 
出了远远超过其他文明的那么多那么精彩的贡献，它的衰落餛要 
人们来找出其原因. 

不幸的是数学家也象最普通的农民一样要受历史条件的影 
响.只要稍稍懂得一点公元后亚历山大里亚希腊人的政治历史，就 
能认识到不仅是数学而且所有文化活动都注定要遭灾殃.当亚历 
山大里亚的希腊文明处于 Ptolemy 王朝的统治下时，它是繁荣昌 
盛的.第一次灾泱是罗马人的来临，它们在数学史上的全部作用 
是一种破坏因素. 

在论述罗马人对亚历山大里亚希腊文明的冲击以前，先指出 
几件事实来说明罗马人的数学和罗马文明的性质.罗马的数学不 
值一提.罗马人活跃于历史舞台上的时期大约是从公元前730年 
到公元476年，差不多和希腊文明昌盛的时期一样.而且（如以 
后就要讲到的）至少从公元前200年起罗马人就同希腊人有密切 
接触.但在这整个一千一百年之间没有出现过一个罗马数 学家； 
所以除了少数细节外，这一事实本身就足以说明罗马数学史的整 
个情况了. 
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罗马人确有点粗浅的算术和一些近似的几何公式，其后又从 
亚历山大里亚希腊人那里补充了一些知识.他们记整数的记号是 
大家熟悉的.为用整数进行计算，他们应用各种形式的算盘.此 
外他们也用手指和借助于特别编制的数表来计算. 

罗马人分数的底是 12. 他们用特别的符号和文字来代表 
1/12, 2/12,…，11/12, 1/24, 1/36, 1/48, 1/96, .... 之所以用 
12为底数，可能是从一年中的月数而来的.附带说起，他们的重 
量单位叫 as ; 这 as 的十二分之一叫 unoia ， 英文里的盎司 ( ounce ， 
英两）和英寸 ( inch ) 都是从 unoia 一字演变而来的. 

罗马人的算术和几何主要用在测量上，用于划定城市边界，以 
及住宅和庙宇的范围.测量人员只要用简单仪器和全等三角形的 
知识就可以算出他们所需要的大部分数量. 

罗马 人的确给我们改进了 日历. 到 Julius Caesar (公元前 
100〜44年)时代为止， 罗 马的基本年有12个月共355天.每隔一 
年加上22天或23天的一个闰月，这祥平均每年有366+天.为 
改进这个日历， Caesar 聘请了亚历山大里亚的 Sosigenes , 他建议 
定每年为365天并每四年有一闰年. Caesar 所定的这个朱理安历 
(从 Caesar 的名字 Julius 而来)是在公元前45年正式采用的. 

从公元前50年左右起罗马人编写他们自己的技术书籍，但其 
基本内容都取自希腊.这些技术书中最出名的是 Vitruvius 关于 
建筑方面的十本书，大约撰写于公元前 W 年.这里的材料也是来 
自希腊的.颇为奇怪的是， Vitruvius 竟说数学上的三大发现是边 
长为3,4,5的直角三角形，单位长正方形对角线之为无理量，以及 
Archimedes 所解决的金冠问题.他确也提到另外一些数学方面 
的事实，如理想人体的各部分的比例，一些和谐的算术关系，以及 
关于算弩炮功效的算术方法. 

“数学”一词在罗马人那里的名声是不好的，因为他们称占星 
术士为 数学家 ，而占星术是罗马君王所严禁的.罗马王 Diocletian 
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(245 〜 316) 把几何区别于数学.前者是要学习并应用于公众事务 
的； 但“数学 方术” (意即占星术)则被视为不法而完全禁止.禁止 
占星术的罗马法律“数学和恶行禁典”在中世纪的欧洲仍被援用. 
但罗马皇帝和其后信奉基督教的罗马皇帝还是在宫庭里供养占星 
术士，以期万一他们的预言能够灵验.“数学家”与“几何学家”的 
区分一直到文艺复兴之后好久还保持着.甚至在十七和十八世 
纪，人们用“几何学家”来称呼我们今日心目中的数学家. 

罗马人是务实的，他们也夸耀他们的讲究实际.他们兴建起 
并完成了大量的工程项目^—高架引水渠道、甚至一直存留到今 
天的宽广大路、桥梁、公共建筑以及大地测量——但若趄出他们 
当前所急需的特定的具体应用，则任何别的思想是他们所摒弃的. 
罗马人对数学的态度可用 Cicero 的话来 表明: “希腊人对几何学家 
尊崇备至，所以他们的哪一项工作都没有象数学那样获得出色的 
进展.但我们把这项方术限定在对度量和计算有用的范围内 

罗马君王并不象埃及的 Ptolemy 朝诸王那样支持数学，而罗 
马人也并不懂得纯粹科学.他们竟然不想发展数学一事是令人惊 
讶的，因为他们统治了一个世界范围的帝国并且确乎需要解决一 
些实际问题.我们从罗马人的历史里所获得的教训是，凡鄙视数 
学家及科学家髙度理论性工作并斥其为无用的人民，他们对重要 
实际成果之如何产生是盲目无知的. 

现在我们来考察罗马人在希腊政治和军事史上所起的作用. 
他们在稳占意大利中部和北部之后，接着就征服了南部意大利和 
西西里的希腊城市.（前已提到， Archimedes 在罗马人攻叙拉古 
时曾对该城的防守作出贡献，并为一罗马士兵所杀害 .） 公元前 
146年罗马人征服了希腊本土，他们又在公元前64年征服美索波 
达米亚. Caesar 在 Ptolemy 王朝的最后统治者 Cleopatra 女皇和 
她的兄弟间的内讧中进行干涉，设法在埃及获得插足之地.公元 
前47年 Caesar 纵火焚毁停泊在亚历山大里亚港的埃及舰队，大 
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火延及该城，烧掉了图书馆.两个半世纪以来收集的藏书和五十 
万份手稿这一古代文明的代表作竟被一扫而光.所幸的是藏书过 
挤的图书馆里有许多书容纳不下存放在 Serapis 神庙里，所以那些 
书免于被焚.此外，死于公元前133年的拍加蒙 ( Pergamom ) 的 
Attalus 三世曾把他的大量藏书留在罗马 . Mark Anthony 把这 
批藏书赠送给 Cleopatra 女皇，使神庙里又擠添了这些图书.总的 
藏书量仍是很巨大的. 

罗马人在公元前31年 Cleopatra 女皇去世时回到埃及并从此 
以后控制该处.他们热中于扩张他们的政治势力，但并不热心传 
播他们的文化.被征服的地区成为殖民地，通过没收和征税榨取 
大量财富.由于大多数罗马君王是私欲之徒，他们把所控制的每 
个国家都搞得民穷财尽.一旦有人举起义旗，例如在亚历山大里 
亚发生起义，罗马人就毫不犹豫地封锁饿死该地居民,并在镇压成 
功后屠戮成千人. 

罗马帝国的后期历史也需要提一下 . Theodosius 王 (379 〜395 
在位)把广大帝国划分给他的两个儿子，一个叫 Honorius 的统治 
意大利和西欧，一个叫 Arcadius 的统治希腊、埃及和近东.西部 
帝国在公元五世纪被哥特人所征服，这之后就是中世纪欧洲的历 
史.东部包括埃及(一度)，希腊以及今日土耳其的地方，它的独 
立一直保持到1463年被土耳其人征服时为止.由于东罗马帝国 
(又称拜占庭帝国)包括希腊本土，所以希腊文化和著作在某种程 
度上得以保存. 

从数学史的观点说，基督教兴起所产生的后果是不幸的.虽 
然基督教领袖们采纳了希腊人和东方的许多无稽之谈和迷信习 
惯，以使基督教易于为新改宗的人所接受，但他们却反对异教徒的 
学问，嘲笑数学、天文和物理 科学； 基督徒是不许沾染希腊学术这 
个脏东西的.基督教虽然受到罗马人的残酷迫害，但它仍广为传 
播并且势力大到这种程度，使 Constantine 王 (272 〜 337) 不得不奉 
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它为罗马帝国的国教.从此以后基督徒就更有力量来摧毁希腊文 
化了. Theodasius 王禁止人民信奉异教，并在 392 年下令拆毁希 
腊神庙.许多希腊神庙被改成教堂，但其中仍多保留希腊的雕塑 
饰像.在整个帝国内异教徒受人袭击和屠杀.亚历山大里亚著名 
女数学家 Hypatia (数学家 Theon 的女儿)的命运标志着这一时代 
的终结，因为她不肯放弃希腊宗教，狂热的基督徒在亚历山大里 
亚的街道上抓住了她，把她撕得粉碎. 

希腊书籍成千本地被焚毁.在 Theodosius 宣布取缔异教的那 
一年，基督徒焚毁了当时唯一尚存大量希腊图书的 Seraph 神庙. 
据估计有三十万种手稿被焚.其他许多写在羊皮纸上的著作被基 
督徒洗刷掉用来写他们自己的著作. 529 年东罗马王 Justinian 
封闭所有希腊哲学学校，包括 Hato 的学院在内.许多希腊学者离 
开东罗马,其中有些人——如 Simplicius —— 迁居波斯. 

新崛起的回教徒在 640 年征服埃及，给予亚历山大里亚以最 
后的打击.残留的书籍被阿拉伯征服者 Omar 下令焚毁，其理由是： 
“这些书的内容或者是可兰经里已有的，那样的话我们不需要读它 
们；或者它们的内容是违反可兰经的，那样的话我们不该去读它 
们.”因此在亚历山大里亚的浴堂里接连有六个月用羊皮纸来烧 
水. 

在回教徒攻占亚历山大里亚之后，大部分学者迁居到当时的 
东罗马首都君士坦丁堡.虽然在拜占庭不友好的基督教气氛中不 
能按希腊思想的轨道充分活动，但学者及其著作之汇集到一个比 
较安全的地方，却増加了八百年后流传给欧洲的那个知识宝库. 

揣测情况可能如何演变也许是件无聊的事情. '但我们不得不 
指出，亚历山大里亚的希腊文明是在其行将跨进现代文明之际中 
止了它活跃的科学生命的.它具有难得的理论与实践志趣上的结 
合，而这在其后一千年证明是多么富于成果.一直到它存在期间 
的最后几个世纪,它始终享有思想自由,这是文化之能繁荣昌盛所 
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不可或缺的条件.它在其后文艺复兴时代成为非常重要的儿个领 
域里展开研究并作出了大的 进展： 定量的平面和立体几何；三角； 
代数; 微积分;和天文学. 

常言道谋事在人而成事在天.对希腊人而言更准确的说法是 
天谋其事而人自弃之.希腊数学家被消灭了.但他们工作的成果 
终于传给了欧洲，至于怎样传法,且看下文所讲. 


参考书目 

Cajori, Florian： A History of Matheviatics, Macmillan, 1919, pp. 63 〜 6S. 

Gibbon^ Edward: The Decline and Fell of the Homan Empire (many editions). 



印度和阿拉伯的数学 


正如太阳之以其光芒使众星失色 . 学者也以其能提出 ft 数 
问题而使满座高朋逊色，若其能给予解答则将便侪輩更为 

相形 Ji 杜， 

Brahmagupta 


1. 早期印度数学 

在数学史上，希腊人的后继者是印度人.虽然印度的数学只 
是在受到希腊数学成就的影响后才颇为可观，但他们也有早期具 
有本地风光的数学值得一提. 

印度文明可远溯到公元前2000年，但据今日所知，他们在公 
元前800年以前是没有数学的.在公元前800年到公元200年 
的（绳法经） Sulvasutra 时期，印度人确也创造出一些原始数学. 
他们没有专门记载数学的文件，但我们可以从其他著述中，从钱币 
和铭文中,掇拾出少量有关数学的事实. 

大约在公元前三世纪以后，出现了数的记号，但每个世纪都有 
相当大的变动.典型的是 Brahmi 式记号 

O 0 "i 

1 2 3 4 5 6 7 8 S 10 20 30 40 50 60 

这一组记号的出色之处是它给1到9的每个数都有单独的记号. 
这里还没有零和进位记法.对当时这个数学上尚未开化的人民来 
说,他们肯定还没有看出单独的数字圮号的 好处; 这种写法也许是 
由于以该数名称的第一个字母来代替它而产生的. 
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有一类宗教经文叫绳法经，内含修筑祭坛的法则.在公元前 
四或五世纪的一部绳法经里给出了 VI 的近似值，但看不出他们 
知悉这仅仅是个近似值.其他关于这时期的算术我们几乎就一无 
所知.对这段古印度时期的几何我们知道得比较多一些.绳法经 
中所含的法则规定了祭坛形状和尺寸所应满足的条件.最常用的 
三种形状是方、圆和 半圆； 但不管用哪种形状，祭坛面积必须相 
等.因此印度人要作出与正方形等面积的圆，或两倍于正方形面 
积的圆以便采用半圆形的祭坛.另外一种形状是等腰 梯形； 并且 
这里可用相似形.因此在作相似形的时候会引起新的几何问题. 

在设计这种规定形状的祭坛时，印度人必须懂得一些基本的 
几何事实，例如 Pythagoras 定理，他们是这样 说的： “矩形对角线 
生成的面积[正方形]等于矩形两边各自生成的两块面积之和.”一 
般说来，这段时期的几何只不过是一些不相连贯的用文字表达的 
求面积和体积的近似法则.公元前四世纪或五世纪的 Apastamba 
给出一个作圆等于正方形面积的方法，那里他实际上是取冗等于 
3.09； 但他认为这作图法是准确的.在这早期的全部几何里没有 
证明； 法则都是经验性的. 


2. 公元 2 C 0 〜1200年时期印度的算术和代数 

印度数学的第二段时期（高潮时期）大致可以说是从公元 
200到1200年.这时期的第一阶段，亚历山大里亚的文明肯 
定对印度人有影响.公元500年左右的一位印度天文学家 
Var 幻 lamihira 说: “希腊人虽不纯正[凡信仰不同的人都是不纯正 
的]但必须受到崇敬，因他们对科学训练有素并在这方面超过他 
人.那么对于一个既纯正而又有科学髙见的婆罗 H 又该怎么说 
呢?” 印度人的几何肯定是从希腊来的，但他们在算术上确有特殊 
的才能.至于代数他们也许是从亚历山大里亚袭取的，并且可能 
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直接得自巴 比伦； 但在这方面他们也按自己的道路走得相当远. 
印度从中国方面也颇有借鉴之处. 

第二阶段中最重要的数学家是 Aryabhata (卑于476年)， 
Brahmagupta (生于598年)， MaMvlra (九世纪)和 BMskara (生于 
1114年).他们的以及其他印度数学家的大部分工作一般是为了 
研究天文和占星术而产生的.事实上他们没有写专门的数学书 i 
数学材料是夹在天文著作的篇章里讲述的. 

迄公元600年为止，印度人写数的方法很多，有的甚至用字 
和音节来表示数.到600年他们又回到较老的 Brahmi 式记号，但 
这些记号的确切形式在整个时期内是不定的.以10为底的进位 
记法已经在有限范围内使用了约一百年，到这时就通用了.早先 
亚历山大里亚希腊人只用零来表示那一位上没有数，如今在印度 
人那里零被看成是一个完全的数了. MahSvira 说一数乘以0得 
0,并说减去零并不使一数变小.但他又说一数除以0后不变. 
BMskara 在谈到分母为0的分数时，说不管加减多少,这个分数是 
不变的，正如万世不易的神不会因世界的创生和毁灭而有所改变. 
他又说一数除以零称为无穷量. 

至于天文上的分数，印度人是用六十进制记法的.其他方面 
的分数他们用整数之比来表示,但没有用横线，例如： 

印度人的算术运算同我们的很象.例如， MahSvira 给出我们 
今日的除以分数的法则 ：把分 数颠倒相乘. 

印度人引用负数来表示 欠债； 在这种情况下，正数表示财产 
数.据今日所知，最早用负数的是628年左右的 Brahmagupta; 他 
又提出了负数的四种运算. Bh^skara 指出正数的平方根有两个， 
一正一负.他也提到负数的平方根的问题，但说负数没有平方根， 
因为负数不能是平方数.他们没有给出定义、公理或定理. 

印度人并没有毫无保留地接受负数.甚至当 BhSskara 给出 
一个问题的两个解50与_5时，他说“这里不要第二个数值，因为 
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它不行;人们不赞成负数的解.”然而负数终于逐渐为人所接受. 

印度人在算术上采取的另一重大步骤是正视了无理数 问题； 
就是说他们开始按正确手续来运算这些数，这种做法他们虽未经 
一般的证明，但可使人由此获得有用的结论.例如， BhSskam 说 
“两个无理数之和叫做较大的无 理数； 而其乘积的两倍叫做较小 
的.它们的和与差是照整数那样来算的.”然后他指出怎样把无理 
数相加如下 :设有 无理数 VI 和则 

V8'+v/l2=-v / (3 + 12)+2v3.12=v/27-3v/3*. 

其一般原理是（用我们的记 号)： 

(1) *y a + y/~b =y/ (a+6) +2>/o6. 

我们应注意上述引文中“照整数那样来算”的话.无理数是当作具 
有整数那种性质的数来对待.例如，若有整数 C 及 d , 则肯定可以 
写 

( 2 ) c+d-V(c+d ) 2 = ^0 2 +^+2^. 

今若 C = V 「 i 而 d = VT , 则 (2) 正好就是 (1). 

Bhaskara 又给出两个无理数相加的 法则： “较大的无理数除 
以较小的，所得之商开方，再加1,和数取平方，然后乘以较小的无 
理数，其根即为两无理数之和.”举例来说，这就是 

+V12— 寻 +1) .3, 

结果得3 VI . 他又给出无理式的乘、除以及开平方的法则. 

印度人不象希腊人那样细致，因为他们看不出无理数概念所 
牵涉到的逻辑难点.他们对计算的兴趣使他们忽视了哲学上的区 
别或希腊人认为属于基本的那些原理上的区别.他们随着兴之所 
至把适用于有理数的运算步骤用到无理数上去，这样做却帮助数 
学取得进展.此外，他们的整个算术是完全独立于几何的. 

印度人也在代数上获得一些进展.他们用缩写文字和一些记 
号来描述运算.象在 Diophantus 的著作中一样，他们不用加法记 
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号；被减数上面加个点表示 减法； 其他运算用主要文字或缩写表 
示; 例如加是从 karana 这个字来的，表示对其后的数开平方.当 
有一个以上的未知量时，他们用颜色的名称来代表.例如第一个 
叫未知量，其他的就叫黑的、蓝的、黄的等等.每个字的头一个宇 
母也被他们拿来作为记号.这套记号虽然不多，但足够使印度代 
数几乎称得上是符号性的代数，并且符号肯定比 Diophantus 的缩 
写代数用得多.他们的问题和解答都是用这种半符号方式写出 
的.但只写出运算 步骤; 没有随即说明理由或证明. 

印度人认识到二次方程有两个根，而且包括负根和无理根. 
Diophantus 分别处理的三类二次方程 aa ^+ bx ^ c , ax 2 ^ bx + c , 
a ^+ c ^ b ^ a , 6, c 为正数)，在印度人那里作为#+^+^=0 — 
种情形来处理，因为他们允许某些系数是负数.他们利用配方法， 
这当然不是他们首创的.由于并不承认负数有平方根，所以他们 
不能解所有的二次方程. MaMvIra 还解出过3；/4+2>/7 +15= x , 
这是从一个文字题得出的方程. 

在不定方程方面印度人超过了 Diophankis . 这种方程出现在 
天文问 题里； 它们的解就是某些星座出现于天空的时间.印度人 
要求出所有的整数解，而 Diophantus 则只得出一个有理的解.求 
似土办 一 c(a ， 6, c 是正整数）的整数解的方法是 Iryabhato 最先 
提出并由他的后继者加以改进的.它和现代方法一样.我们考察 
ax + by ^ c . 若 a 及6有公因子 w ， 而这 m 又不能除尽 c ， 那就不可 
能有整数解，因左边能为饥整除而右边却不能. 若 a ， b 及 c 有一 
公因子，那就把它约去，由此，我们就只要考虑 a 与6互质的情形 
就行了.但在求 a 与6两整数的最大公因子时 ( a >6)， Euclid 算 
法要求先用6除 a 而有 a = ai 6+ r ， 此处％为商而 r 为余数.因 
此 a /6= ai + r /6. 这又可写为 
⑶ a/b = ai + l /( b / r ). 

Paclid 算法第二步是以 r 除 6. 于是 & = a 2 r + ri ， 或 bfn ， 
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4- ra / r . 若把这 6/ r 值代入(3)，便可写成 


⑷ 


% + ■ 


r/ri 


继续做 Euclid 算法的结果，得所谓连分数 

I— 1 


Cf 2 + - 


% +… 


这也可写成 




a3+ 


这个步骤在 a <6 时也可用.这时句是零，而以后各步仍照以前 
那样往下做.若 a 及6是整数，连分数是有尽头的. 

取到第一、第二、第三乃至一般第 n 个商为止的分数，分别叫 
第一、第二、第三和第 w 个收敛子.由于在 a 及6为整数的情形下 
连分数是有尽的，故有一收敛子正好在 a /6 的准确表达式的前面. 


若史/?是这收敛子的值，则可证 

aq—bp= 土 1. 

我们来考察上式中取正值的情形.我们可以回到原来那个不定方 
程.由于叫一如=1，故可写 

ax+by=c(aq—bp). 


整理各项后，得 


cq—x _ y+cp 

~b a ' 

若以 < 代表上述分数，得 

( 5 ) x^cq — bt } y=at_cp. 

现在就可给〖指定整数值，于是由于其他所有的量都是整数，这样 
就可以得出①和2/的整数值. aq - bp=-l 的情形以及原方程是 
ax - by ^ c 的情形,只要对上法稍作改变，就可处理 . Brahmagupta 
给出了 (5) 的解，但当然不是用一般字母 a , 6, p 和 《來表 示的， 

印度人也研究不定二次方程.他们解出了 
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y ^ a^+l (其中 a 不是平方数） 

这种类型的方程，并看出这种类型对处理 
cy i ^ax 2 +b 

很重要.所用的方法太特殊，不值得在这里介绍. 

值得指出的是他们对许多数学问题兴趣很浓，常用故事或诗 
歌的形式提出来，或夹杂在历史读物中，来吸引人们.他们之所以 
要这样写，原来的目的可能是为帮助记忆，因为婆罗门的老习惯是 
把事情记在心上而尽可能避免写在纸上. 

代数被应用在普通商业问 题上: 算利息，折扣,合股分红，财产 
划分; 但主要的用途是在天文上. 


3. 公元200〜1200年时期印度的几何与三角 

这段时期的几何没有什么出色的 进展； 它不过是些求面积和 
体积的公式(有的正确，有的不正确）.好些公式，如 Heron 的三 
角形面积公式和 Pto]emy 定理是从亚历山大里亚希腊人那里学来 
的.印度人有时认识到公式只是近似的，有时却没有认识到.他 
们的 W 值一般是不正确的; n /10 常常用来代替 5 T , 但有时也出现较 
好的值 3.1416. 他们给出任一四边形面积的公式为 
V (*—«)(*—6)(*—c)(«—d), 

这里*是周长的一半， a , 6, c , d 是四边长，但是这个公式只对圆 
内接四边形成立.他们没有给出几何 证明； 总的说来他们对几何 
是不大注意的. 

印度人在三角术方面作出了一些推进. Ptolemy 曾用弧的 
弦 ，以直径的120等分为单位来作计算. Varahamihira 采用半径 
的 120 等分作为单位.因此 Ptolemy 的弦长表变成他的半弦长 
表，但所对应的仍是全弧. Aryabhata 作了两项改革.第一，他把 
半弦与全弦所对弧的一半相 对应； 印度人对正弦的这种观点为以 
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后所有印度数学家所采用.第二，他把半径的3438等分作为单 
位.这个数来自 ：他把 圆周的360*60等分定为单位(整个圆周所 
含的分)，然后用0=25^,而取 兀的近 似值为 3.14. 这样，在 
Aryabhata 的三角方案里，30°弧的正弦（即相应于30°孤的半根 
弦之长)是 1719. 印度人虽也用相当于我们今 '日的 余弦，但较常 
用的是取其余弧的正弦.他们还采用正矢即 1— 余弦. 

由于他们的半径含3438单位， Ptolemy 算得的弦值对他们 
不再适用，印度人就算出他们的半弦弦长表，计算的出发点是 :9 (T 
弧的相应半弦为3438, 30°弧的相应半弦为：1719.然后他们应用 
象 Ptolemy 推得的恒等式之类的公式，算出相差 3°45 f 的每个弧 
的半弦.这就要把每四分之一圆弧90°分成24等份.值得注意 
的是他们用代数形式的恒等父而不象 Ptolemy 那样用几何 论证， 
并且是利用代数关系来作算术计算的.他们的做法在原則上同我 
们一样. 

三角术的兴起是由于天文学，印度的所有三角术几乎全是 
天文学的副产品，他们的标准天文著作有四世纪时的《太阳系> 
(Sdrya Siddhanta) 和六世纪 Aryabhata 著的 cAryabhatiyaa *' 10 . 
主要的著作是1150年 Bhaskara 写的《天文系统极致》 (Siddfmnta 
Sirmnam). 这书有两章叫“论美” （LiZ 心 _) 和“论求根” （ r 咖 • 
夕 onito )， 是讨论算术和代数的. 

虽然公元200年后印度人的主要兴趣是在天文学方面，但他 
们没有取得什么了不起的进展.他们继续搞古希腊人在算术天文 
上的小部分工作(源于巴比伦)，这就是通过观测数据的外推来预 

报行星和月球的位置.印度人甚至在圆心、分(一度的^和其 
他用语上都是从希腊字直译过去的.印度人不太关心从圆和周转 
圆那一套理论，但他们确实提出了大地呈球形的学说. 


•> 以人名作书名，可能相当于我国庄周著的《庄子>之类.——译者注 
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到1200年左右印度科学活动衰落了，数学上的进展停止了. 
在十八世纪英国人征服印度后，少数印度学者去英国留学并确曾 
在回国后进行一些研究工作.不过这种现代研究是欧洲数学的一 
部分. 

综上所述可以看出，印度人注重数学的算术和计算方面，并在 
这方面作出了贡献，但不甚重视演绎结构.他们称数学为 ganita , 
意思就是“(计)算(科)学”.他们有许多好方法和计算技巧，但未 
曾发现他们考虑过任何证明.他们有计算法则，但不管其在逻辑 
上是否合理.而且在数学的任何领域里他们没有得出过一般方法 
或提出过新的观点. 

相当肯定的一件事是，印度人并不把他们自己的贡献放在眼 
里.他们的一些好想法，如给1到9的数单独设立记号，改用10 
为底的进位制，负数，都是偶然采用的，并不认为是什么有价值的 
创举.他们对数学上的价值是不敏感的.和他们自己拦出的观念 
一起，他们还接纳了埃及人和巴比伦人的极粗浅的观念.波斯历 
史学家 al-Birftni (973 〜 1048) 说过: “我只能把他们的数学和天文 
著作……比作宝贝和烂枣、或珍珠和粪土、或宝石和卵石的混合 
物.在他们眼里这些东西都是一样的，因为他们没有把自己提高到 
科学演绎法的髙度 


4 .珂拉伯人 

迄今为止，阿拉伯人在数学上的作用是给予亚历山大里亚的 
文明以最后一击.他们在开始征战各地以前是住在现今阿拉伯半 
岛的游牧民族.他们是在 Mohammed 的鼓舞下行动和统一起来 
的，并在他死 （632 年）后不到半个世纪内征服了从印度到西班牙 
的大片土地，包括北部非洲和南意大利.到755年，阿拉伯帝国分 
裂为两个独耷王国，东部王国以巴格达为首都，西部王国以西班牙 




的哥尔多华 ( Cordova ) 为首都. 

征战完成之后这批早先的游牧者就定居下来创造他们的文明 
和文化了.他们相当快地关心起艺术和科学来.东西方的两个首 
府都吸引科学家并支持他们的工作，而巴格达是较大的文化中心； 
他们在那里设立了一个学院，一个图书馆和一个天文观察台. 

阿拉伯人所能掌握的文化来源是相当丰富的.他们延请印度 
科学家住到巴格达.当罗马王 Justinian 于529年封闭 Plato 的 
学院时，许多希腊学者跑到波斯，在那里滋荣的希腊学术于一世纪 
后也成为阿拉伯世界的一部分文化.阿拉伯人也同独立的拜占庭 
(东罗马)帝国的希腊人建立 联系； 事实上阿拉伯回教君王从拜占 
庭收买过希腊手稿.亚历山大里亚时期的希腊学术中心埃及被阿 
拉伯人征服后，留存在那里的学术成为阿拉伯帝国学术的一部分. 
叙里亚学派所在地安提阿 ( Antioch )， 艾米撤 ( Emesa ), 大马士革， 
以及基督教景教派所在地以得撒（自640年亚历山大里亚城被毁 
后近东收藏希腊著作的主要地方)，以及藏有这些著作的近东修道 
院都归阿拉伯人统治.于是阿拉伯人就能控制或取得拜占庭（东 
罗马)帝国、埃及、叙里亚、波斯以及往东远及印度诸国的人才和文 
化. 

我们说到阿拉伯数学，主要因为这些著作的文字是阿拉伯文. 
但大多数学者却是希腊人、波斯人、犹太人和基督徒.不过阿拉伯 
人的值得赞扬之处是在其充满宗教狂热的征服期之后，他们对别 
的种族和教派是宽大的，并容许异教徒自由 活动. 

从根本上说，阿拉伯人的学术是直接来自希腊手稿或叙里亚 
与希伯来文译本的.他们可以接触所有重要著作.他们在800年 
左右从拜占庭获得一部 Euclid «原本》抄件并把它译成阿拉伯文. 
Ptolemy 的 《 数学 汇编 》 (Mathematical Syntaxes ) 是在827年译成 
阿拉伯文的，以后成了他们一本重要的几乎是神圣 的书； 这书以 
后称为《大汇编意即最大的著作.他们又译出了 
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Ptolemy 的《四书》，使这本占星术的著作在他们那里流行一时. 
在不多的时间内， Aristotle , Apollonius 、 Archimedes 、 Heron 、 
DiophantiiB 和印度人的著作都有了阿拉伯译本.阿拉伯人其后 
又改进译文并加以评注.后来传给欧洲的就是这些译本（有的至 
今仍存)，而希腊原著则已失传.阿拉伯文明直到1300年还充满活 
力,它的学术传播四方. 


5. 阿拉伯算术和代数 

当阿拉伯人还是游牧民族时，他们有称呼数的文字但无记号. 
他们采用并改进了印度的数字记号和进位记法.他们把这些数字 
记号表示整数和普通分数(在印度方案上加一横线)，用于数学课 
本上，把按照希腊格式的阿拉伯字母数字用于天文书上.在天文 
上他们仍仿效 Ptolemy 用六十进位制的分数. 

阿拉伯人也象印度人那样随便使用无理数.事实上 ， Omar 
Khayyam (1048? 〜 1122) 和 Nasir-Eddin (1201^1274) 明确地说， 
不管是可公度的或不可公度的量之比都可称之为数，这种说法 
Newton 1707年在他的 《 普遍的算术 Arithmetic ) —书 
中仍感到有必要加以重申.阿拉伯人采纳了印度人对无理数的运 
算，象、以及 = ^~ b 这样的变换式子成为常 

见的东西. 

在算术上阿拉伯人倒退了一步.他们虽然通过印度人的著作 
熟悉负数以及负数的运算，但他们摒弃了负数. 

在代数方面阿拉伯人的第一个贡献是提供了这门学科的名 
称.西文 “ algebra ” (代数)这个字来源于830年天文学者 Mohammed 
ibn Musa a]-KhowSrizmi (约 825 年）所著的一本书 w^aL 
al - jabr 的原意是“复原”，根据那里上下文的意思是说 
在方程的一边去掉一项就必须在另一边加上这一项使之恢复乎 
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衡; 例如若从 d —7 = 3把_7去掉，就必须写: r »_7+3 才能恢复平 
衡. APmuqfibala 意即“化简”，例如把妇与 乜并成 7®，或从方 
程两边消掉相同的项. Al - jabr 这个字以后又有“接骨者”的意思， 
也就是指恢复骨折或脱 S 的人.当摩尔人把这字传到西班牙去 
时，它就变成 aJgebrista, 意思仍是“接骨者”在西班牙曾一度常 
可在理发铺门口见到这样的招牌 “Algebrista y Sangrador" (接骨 
兼放血医师)，因在当时乃至在几个世纪以后理发师是兼做这些比 
较简单的医疗工作的.在十六世纪的意大利， algebra 还是指接骨 
术.当 al-KhowSrizmi 的书在十二世纪译成拉丁文时，书名译为 
«Ludm algebrae ei almucgrabalaeqve^ , 但也用过其他名称.这门 
学科以后简称为 algebra (汉译名为“代数 ”). 

Al-KhowSrizmi 的代数是根据 Brahmagupta 的著作写的，但 
也受了巴比伦人和希腊人的影响. Al-KhowSrizmi 做的有些运 
算和 Diophantas 做的完全一样.例如，碰到含有几个未知量的 
若干个方程时，就把它化到只含一个未知量然后求解.在方程 
中出现未知量？同时出现 s 2 时 Diophantus 把他的？称 作边； 
al-Khowlrizmi 也是这样做的. Al-KhowS,rizmi 把未知量的平方 
称为“乘幂” (power), 这也是 Diophantus 的用语.他也象 Diophantus 
那样给未知量的乘幂起特别的名称.他称未知量为“东西”或（植 
物的 )“ 根”，从而把解未知量叫求根.在十一世纪初写过一本高超 
的阿拉伯代数书的巴格达的 Al-Karkhi (死于 1029 年）肯定是模 
仿希腊人特别是模仿 Diophantus 的.然而阿拉伯人没有采用成套 
的符号.他们的代数完全是用文字叙述的，从这方面讲比起印度 
人甚至比起 Diophantus 来他们是后退了一步. 

al - KhowSri ^ mi 在他的代数书里给出了 0士 a ) 与0土 &) 的乘 
积.他指出怎样从这种形式的式子里减去或加上一些 
项.他解出了一次和二次方程，但保留六种不同的形式如 
as ^^ c , ax s + c ^ bx , 0 ^+/> 2 ：= 0 以及而让 <*，6, c 总 
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是正数.这就避免了单独出现负数以及减数可能大于被减数的情 
形.在把二次方程分成不同形式这一点上， al-Khowirizmi 也是 
照着 Diophantus 那样做的. Al-Khowtomi 认识到二次方程有 
两个根，但他只给出正的实根，并且可以是无理根.有些作者则既 
给出正根又给出负根. 

Al-Khowammi 所论述的二次方程可举一例 如下: “根的平方 
和十个根等于三十九个 dirhem (阿拉伯重量单位或钱币——译 
者)，就是说，你把十个根和一个根的平方相加，其和等于三十九 . ” 
他给出的解法是这 样的: “取根数目的一半，在这里就是五，然后让 
它自乘得结果为二十五.把这同三十九相加得六 十四； 开平方得 
八，再减掉根数的一半，就是说减掉五，余三.这就是根解法正 
好就是配方所该做的步骤. 

阿拉伯人虽然给出二次方程的代数解法，但他们是从几何上 
来解释或确认他们的算法步骤的.他们无疑是受了希腊人依赖 
于几何代数法的 影响； 他们虽把解题步骤算术化了，但一定仍相 
信证明必得用几何方法.因此，在解#+10$=39这个方程时， 
al - KhowSrizmi 给出了如下的几何方法.设 
(图 9.1) 表示未知量®的值.作正方形 
ABCD . 延长1^4到丑，延长到，使 
AH ^ CF ^ h , 这是 a ; 系数的一半.分别作 
以 IXff 及为边的正方形.于是 I , JJT 及 
iTJ ■三块面积各为#，加及細.这三者之和 
就是方程的左边.现在把两边加上面积 ir 
即 25. 因此整个正方形是39+25或64,它的边必是 8. 于是 
或等于8-5或 3. 这就是 a ; 的值，这几何论证是依据《原本》 
第二篇命题4而来的. 

阿拉伯人也用代数方法解出一些三次方程，然后照上面对 
二次方程那样作出几何解释.例如，巴格达的异教徙 TSbitibr * 
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Qorr a (836 〜 901) 就是这样做的(此人又是医生、哲学家和天文学 

家)，还有埃及人 al-Hasan ibn al-Haitham -通常以 Alhazen 知 

名于世(约 965 〜 1039) ——也是这样做的.至于一般三次方程， 
则 Omar Khayyam 认为只有从几何上用圆锥曲线才能解.我们 
来考察他所解的一个比较简单的情形 x ^+ Bx^C ( B 与 C 都是正 
数）以说明他在他的《代数(约 1079) 中所用的方法. 
Khayyam 把这方程写成 a; 3 +6 2 a ： =6 2 c, 这里沪= 5, i 2 c=C?. 

然后他作一个正焦弦为&的抛物 
线（图 9.2). 这个值确能定出一 
个抛物线，并且虽然曲线本身不 
能用尺规作出，但曲线上的点需 
要多少就可以作出多少个来.然 
图 9 2 后他在长度为 c 的直径上作 

半圆.于是抛物线与半圆的交点 尸就定 出垂线户这,而 Q 这 便是三 
次方程的解. 

Khayyam 的证明是纯综合性的.裉据 Apollonius 所给出的 
拋物线的几何性质(或者从方程 x 2 ^ by 可以看出） 

(6) a^ — b.PS, 

或 

⑺ 上 = x ■- 

KU x tti * 

现在来看直角三角形 QP 足高是 QS 与;的比例中项.因 



此 

( 8 ) 



从 (7) 和 (8) 伢 

⑼ 



但由 (7), 


rs 



2i2 
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若把这值代入(9)，则知①满足方程 a ^+ b 3 x = b ^ c . 

Khayyam 又解出 x 3 + ax 2 = c 3 这种类型的方程，它的根是用 
一双曲线和一抛物线的交点定 出的； 还解出了#士 
这一类型的方程，它的根是用一椭圆和一双曲线的交点定出的. 
他还解出一个四次方程 (100 — #)(10—®) 2 = 8100, 它的根是用一 
双曲线和一圆的交点定出的.他只给出了正根. 

用圆锥曲线相交来解三次方程是阿拉伯人在代数上推进的一 
大步.其数学原理恰同希腊人的代数几何法一样，不过这里用的 
是圆锥曲线.所要的本应是个算术答案，但阿拉伯人只能通过度 
量最后代表 ® 的那个长度才能得出解.在这项工作中，希腊几何 
的影响是很明显的. 

阿拉伯人也解出了二次和三次的不定方程.有几个作家陈述 
了并打算证明没有整数解.他们也给出了头 n 个自然 
数的一次、二次、三次和四次幂之和. 


6. 阿拉伯人的几何与三角 

阿拉伯几何主要受 Euclid 、 Archimedes 和 Heron 的影响.阿 
拉伯人确曾对 Euclid 的《原本》作过评注，这是很使人惊异的事， 
因为这说明他们还是欣赏数学的严格性的，尽管他们在代数上通 
常是不管这个的.这些评注中包括关于平行公理的著述，那是我 
们以后还要讲到的(第 3 S 章).它们的价值不在于给出了什么新 
的结果或新的证明，而多半在于提供了关于阿拉伯人所知道而如 
今已失传的希腊手稿的情况.波斯人(或 Albuzjani) 
(940 〜 998) 探讨了一个新的问 题:用 直尺和固定圆（两脚固定的圆 
规)作图的问题(这在文艺复兴时期的欧洲又曾风行一时 ). n 

阿拉伯人在三角术上没有作出什么进展.他们的三角术也象 
印度人那样是算术性质的，而不象 Hipparchus 和 Ptolemy 的那样 
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是几何性质的.例如从正弦值算余弦值时他们是用 sm 2 ^+cosM 
=1之类的恒等式和代数步骤来做的.他们也同印度人一样用弧 
的正弦而不用双倍弧的弦，虽然(象印度人的著作中那样)正弦(或 
半弦)的单位数取决于半径上的单位数.正弦的这种用法是 T 4 bit 
ibn Qorra 和天文学家 al-Battfini (约 858 〜 929) 介绍到阿拉伯人 
中间去的. 

阿拉伯天文学家引入了我们今天所说的正切和余切这两个 
比，不过他们把这看作是有一定单位数的线段,正如一弧的正弦之 
被看作是有一定单位数的线段一样.这两个比可以在 al-Battani 
的著作中找到. AM 3 1 -Wefi 在一本天文著作中引入了正割和余 
割.他又算出了相差10分的每个角的正弦和正切数字表 . A 1- 
Birliiii 给出了平面三角形的正弦定律并作出一个证明. 

平面三角和球面三角的系统化是由 Nasir-Eddin 在他的一本 
独立于天文的著作 《 论四边形 》 {Treaties on the QwociriZa & raO 中 
作出的.这书含有解球面直角三角形的六个基本公式，并指出如 
何用现今所谓的极三角形来解更一般的三角形.可惜欧洲人直到 
1450年左右才知道 Nasir 的 著作; 直到那时为止，三角的讲述和应 
用仍和开始出现时一样保持为天文学的附属学科. 

阿拉伯人的科学工作虽然没有首创精神但是所涉范围很广; 
不过我们这里只能指出他们沿希腊人所开辟的道路而继续前进的 
那些工作.他们和印度人不同，确是继承了 Ptolemy 的天文学. 
他们注重天文学，使他们能够知道祈祷的准确时间，使广大帝国内 
的阿拉伯人在祈祷时能面朝麦加 ( Mecca ). 他们充实了天文数字 
表；改进了仪器；修造并启用观察台.和印度一样，几乎所有的数 
学家主要都是天文学家.占星术在刺激天文学从而刺激数学工作 
方面也起了大作用. 

阿拉伯人所研究的另一门科学是光学.物理学家兼数学家 
Alhazen 写的一本巨著《光学集锦》 {Kitab cd - manazer ) 曾产生巨 
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大的影响.他在这本书中陈述了完整的反射定律，包括入射线、反 
射线以及反射面的法线三者都在同一平面内的这个事实.但尽管 
他化了不少力气并做了不少试验，他也象 Ptolemy 一样未能得出 
关于折射角的定律.他论述了球面和抛物面反射镜，透镜，暗箱 
和视象.光学是阿拉伯人所喜爱的一门学问，因它可提供玄奥和 
神秘的思想.不过阿拉伯入在这方面没有作出重要的独创贡献. 

阿拉伯人对数学的用法也属于我们先前所讲过的那一类.这 
是因为天文学、占星术、光学和医学(通过占星术)需要它，虽然有 
些代数——正如一个阿拉伯数学家所说是在“分配、继承产业、合 
伙分红、土地测量上最为需要的……”.阿拉伯人钻研数学主要 
是为推进他们所从事的几门科学，而不是为了数学本身.他们也 
不搞为科学而研究科学的事.他们对希腊人为了弄懂自然界的数 
学设计或对中世纪欧洲人为了领悟上帝之道这种目标是不感兴趣 
的.阿拉伯人的目标在科学史上是与前不同的，他们是为要支配 
自然界而从事科学研究的.他们认为他们可以通过炼金术、魔术 
和占星术(这些都是他们科学工作的正式组成部分)获得这种支配 
权力的.这种目标其后也为那些能够分辨真假科学并在做法上更 
深刻更审慎的思想家所采纳. 

阿拉伯人在数学上没有作出什么重要的推进.他们所做的是 
吸收了希腊和印度的数学，把它们保存下来，并终于(通过以后要 
叙述的事态发展)传给欧洲.阿拉伯人的工作在1000年之际达到 
顶点.在1100到1300年间，基督徒十字军的打击削弱了东部阿 
拉伯人.其后他们所居土地被蒙古人所揉躏侵占;到1258年之后 
巴格达的回教国君已不复存在.在 Tamerlane 率领下的鞑靼人的 
进一步破坏又把这阿拉伯文明摧毁殆尽，尽管鞑靼入侵后那里还 
做了一星半点数学工作.在西班牙的阿拉伯人经常遭到进攻并终 
于在1492年被基督徒所 征服; 这就使该地区的数学和科学活动告 
一终结. 
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7. 1800年左右的数学 

虽然印度人和阿拉伯人的数学工作并不出色，但他们对其后 
有关的数学的内容和性质确实作了一些变革.以10为底的进位 
制记数法(对1到9的量采用特别的数字记号，并把零作为一个 
数)，负数的引入，以及无理数作为数的自由运用不仅大大推广了 
算术的范围而且为更有意义的代数(其中字母和运算能适用于范 
围广泛得多的一类数)开辟了道路. 

这两个民族都从算术方面而不是从几何方面处理确定的或不 
确定的方程.代数虽在埃及人和巴比伦人开创时是立足于算术 
的，但希腊人却颠覆了这个基础而要求立足于几何.因此印度人 
和阿拉伯人的工作不仅使代数重新立足于它所应有的基础上，甚 
至还在好些方面推进了代数技巧.印度人使用了数目较多的一套 
符号并推进了不定方程的工作，而阿拉伯人则在三次方程上前进 
了一步,尽管 Khayyam 的工作仍依椟于几何. 

Euclid 几何未获进展，但三角则有进展.引用正弦或半弦一 
举确在使用上有其优点.在处理恒等式和三角计算上使用算术技 
巧或代数技巧也是加快数学发展的一个 步骤； 三角术之脱离天文 
学而独立则出现了一门用途更广的科学. 

有两件事对以后承认代数与几何之范围同样广泛起了作用. 
承认无理数之后，就有可能给所有线段以及二、三维的图形指定数 
值，就是说有可能用数来表示长度、面积和体积.其次是阿拉伯人 
用代数方法解方程然后用几何图形说明所作步骤之合理，他们的 
这种做法展示了代数与几何之并行不悖.这种并行性的进一步充 
分发扬便导致解析几何的产生. 

最有意思的事也许就是印度人和阿拉伯人对于数学有自相矛 
盾的想法.他们在算术和代数里都随便作运算而根本没有想到要 
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作证明.埃及和巴比伦人之依据经验而满足于他们的那一点点算 
术和儿何法则是不足为 奇的； 因为人类几乎所有的知识都是以经 
验为天然依据的.但印度人和阿拉伯人懂得希腊人所揭示的对于 
，数学证明的那种全然新颖的想法.印度人的做法是颇有道理可讲 
的; 、他们虽也确实知道一些希腊古典著作，但他们对此并不看重， 
而主要 遵循庳 历山大里庳希腊人对算术和代数的做法.不过他们 
以只重视一门数学而忽视另一门数学，这也引起人们的疑问. 
.而阿拉伯人则是充分了解希腊几何的，他们甚至对 Euclid 和其他 
作家的著述作过批判性研究.而且在长达数世纪的期间内曾存在 
有利于纯科学研究的条件，数学家无需被迫搞出眼前实践上有用 
的结果而牺牲证明.这两个民族怎么会以这样炯异于希腊人的态 
度来对待这两门数学呢？ 

, .1 有许多可能的答案.这两种文明总的说来都是缺乏批判精神 
的，尽管阿拉伯人对 Eacl ^ d 著作曾写过评注.因此可能他们满足 
于所传给他们的数学的 现状； 就是说，几何是讲究演绎的，而算术 
和代数则可以依据经验或直观启示.第二种可能的答 案是： 这两 
个 民族一 一,更可能的是阿拉伯人一认识到几何相对于算术和代 
数而 言具有极不相同的标准，但想不出用什么办法来给算术提供 
逻辑基础，，有一件事实似可说明这种解释之合理，即阿拉伯人确 
实在解释他们对二次方程的解法时至少想给出几何根据. 

还可以有其他种种解释.印度人和阿拉伯人都喜欢搞算术、 
代数以及三角关系的代数式和运算.这种偏爱可能说明不同的心 
智状态，戒者可能反映了不同文明的不同需求.这两种文明都是 
偏重实际的，而且正如我们在谈到亚历山大里亚希腊文明时所指 
出的趣样，实际需要确乎要求提供数量结果，而这就得用算术和代 
数来求出.而有利于心智状态不同之说的一点事 实是： 欧洲人也 
继承了同印度人和阿拉伯人一样的数学遗产，但他们的反应却很 
::不 一样.我们以后就会看到，欧洲人对算术和几何之有不同的基 
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础是伤过很多脑筋的. 

由于对此缺乏详尽而肯定的研究，我们只得承认印度人和阿 
拉伯人体会到算术与代数的基础是不可靠的，不过他们胆子大(更 
由于实际需要)，敢于进一步发展这两门学科.虽然他们肯定没有 
认识到他们所干工作的意义，但他们还是采纳了搞数学创新工作 
时所能采纳的唯一道路.新思想只有在自由和勇敢的直观启发下 
才能产生.逻辑说理和补救办法(如果需要补救的话）只有在具备 
了可供逻辑说理的东西之后才能起作用.印度人和阿拉伯人的闯 
劲把算术和代数又一次提高到几乎和几何并驾齐驱的地位. 

于此就确立了数学的两种独立的传统或 概念： 一种是希腊人 
所树立的那套逻辑演绎知识，其更大的目的是了解 自然; 另一种是 
源于经验为求实用的数学，它由埃及人和巴比伦人打下基础，为一 
些亚历山大里亚的希腊数学家所重新拣起而为印度人和阿拉伯人 
所进一步推广.前者重视几何，后者重视算术与代数.这两种传 
统和两种目标此后继续起作用. 
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欧洲中世纪时期 


在大多数科学里， 一 代人？推倒另一代人析修筑的东西， 
—个 人所轉立的另 一个人 要加以攘毁.只有数学，每一祆 
人都能在曰建筑上 增添一 层後. 

Herniaun Hankel 


1. 欧洲文明的开始 

当阿拉伯文明开始衰落之时，西欧和中欧进入数学发展的时 
期.但为了熟悉一下中世纪欧洲的状态，认识欧洲文明是怎样开 
始的，并了解它所取的方向，就必须(至少短暂地)回顾它的开端. 

在巴比伦、埃及、希腊和罗马人各自盛极一时的年代里，今日 
的欧洲(除意大利和希腊外)只有原始的文明.住在那里的日耳曼 
民族既不会书写又没有什么知识.罗马历史学者 Tacitus (公元一 
世纪)把当时这些部落描写为诚挚、好客、善饮、憎恶和平、因其妻 
子之忠贞而自豪的人.他们的主要工作是饲养牲口、打猎和种植 
谷物.从第四世纪起，匈奴人把居住在中欧的哥特和日耳曼部落 
往西赶.第五世纪时哥特人占领了西罗马帝国本土. 

英法的部分领土虽早在罗马帝国统辖时就获得一些文化，但 
直到公元600年新的文化影响才开始在欧洲起作用.甚至在罗马 
帝国崩溃以前，天主教会已经是有组织有势力的集团了.教会逐 
步使日耳曼和哥特蛮族改信基督教并开始建立学校；这些是附设 
在当时稍具希腊和罗马知识的修道院里的，目的是为教授人们念 
诵教会经文和圣书，其后不久为了训练教会圣职人员，又逐步办 
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起较高级的学校来. 

在八世纪下半叶，有些世俗统治者又增设了一些学校.在 
Charlemagne 的帝国里，一个英国人约克郡的 A 〗 cuin (730 〜 804) 
应 Charlemagne 之邀到欧洲去组织了一些学校.这 些幸校 也是附 
设在教堂或修道院里的，注重学习基督教的神学和音乐.最后从 
教会的学校产生出欧洲的大学，并由教会中各教派如 Franciscan 
和 Dominioari 教派的人士担任教员，最早的波伦亚 ( Bologna ) 大学 
是在1088年成立的.巴黎大学，撤列诺 ( Salerno ) 大学，牛津大学 
和剑桥大学是大约在1200年成立的.当然，这些大学在一开头根 
本不是现代意义下的大学.而且虽然在形式上是独立的， 但实际 
上都是服务于教会利益的. 


2 . 可供学习的材料 

随着教会势力的遍及各地，它就把它所宠爱的文化强加于世. 
拉丁文是教会的官方语言，因而它就成为欧洲的国际语言以及数 
学和科学的文字.直到十八世纪相当晚的时候，拉丁文还是欧洲 
学校里授课用的语言.因此欧洲人不免要从拉丁文(即罗马)书籍 
来获取他们所需要的知识.由于罗马人的数学不足道，所以欧洲 
人所学到的只不过是非常原始的一套记数法和少量算术法则.他 
们也通过少数翻译家汲取一点希腊数学知识. 

主要的翻译家是一个罗马名门的后裔 Anicius Manlius 
Severinus Boethius (约 480-524), 他的译作直到十二世纪还广泛 
流传.他根据希腊材料用拉丁文选编了算术、几伟 f 与天文的初等 
读物.他从 》 iclid 的《原本》里译了多则五篇（或少则三篇）的材料 
组成他的《几何》 ( Geometry ). 在他的书里他给出定义和定理但 
无证明.他又在这书里编入一些度量方法的几何材料.有些结果 
是不正确的，有些只是近似的，奇怪的是 〆 < 几何* 里也含有关于算 
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盘和分数的材料，后者是学习天文(这书我们没有看到）的预备知 
识. Boethius 还写了 《 算术入门》 （ 1 似 秘 w 秘! or 紅九伽鉍⑽)，这是 
Niohomaohus 所著 《 算术入 门》 的译本，桓略去 t N^fcoiiadh^is 的: 
一些结果.这书成为各学校所教算术知识的源泉几乎有一千年之 
久.最后 Boethius 译出了 Aristotle 的一些著作，根据 ^Ptolemy . 的 
著作写了一本天文书，根据 Euclid, Ptolemy 相 Nichomachus 的 
著作写了一本音乐书.很可能 Boethius 并未全钸理解他所翻译的 
书籍.他创造了“四大科” (“quadrivimn”) 这个词籴代表算术、几 
何、音乐和天文.他最出名的著作《哲学的安綠 
Philosophy ) 至今还有人在读，那是在他’被控叛国\最拮他因这个 
罪名被斩)而监禁在牢里时写的. 

另一个翻译家是罗马人 Aurelius C & ssiodoru 纟('约 475^570^), 
他用蹩脚译文翻出了一小部分希腊数学和天文著作 V .还 有- 维尔’ 
( Seville ) 的 Isidore (约560〜636)，他撰穹了 S 学索 
共二十篇，内容从数学到医学 都有； 以及英国人“可敬的” BedeCfch ^ 
Venerable Bede ) (674-735). 这些人是希腊数学和中'世趣早期 
学术界的主要联系者. 

中世纪早期数学家书中的所有问题都只牵涉到整数的四则逡 
算 . 由于实际计算是用各种算盘来做的，所以书中尚运算法则也 
特别适应于算盘.分数很少用，即使用到分数也是無'罗马人那样 
用分数的名称而不用特定 记号； 例如他彳门用 nncia ， 表示 1/1 2 , 
quincunx 表示 5/12, dodrans 表示 9/12. 无理数是根本不出现 
的.中世纪把善算的人叫做“盛术”师或巫师. 

十世纪时奥汾涅 （ Auvergne ) 人 Gerbert (后来成为教皇 
Sylvester 二世，死于1003年)把数学的学习稍微推进了一歩.但 
他的著作只限于初等算术和初等几何， 
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3 . 中世纪早期数学在欧洲的地位 

虽然所教的数学内容很少，但即使在中世纪学校的课程里数 
学还是相当重要的.课程分为四大科和三文 （ triviimi ). 四大科 
包括： 算术(纯数的科 学)； 音乐(数的一个应用）；几何(关于长度、 
面积、体积和其他诸量的学问)；天文(关于运动中的量的学问). 
三文包括修辞、辩证和文法. 

即使是上述这点有限的数学，学了之后也有好几种用处.在 
Gerbert 时代以后，数学用来计算髙和距离，那时野外测量仪器是 
古代的观象仪和反射镜.当时教会指望教士能用说理来捍卫神学 
和驳斥论争，而数学则被认为是训练神学说理的最好学科，正如 
Plato 认为数学是训练哲学的好学科一样.教会提倡教授数学，因 
它对修日历和预报节日有用.每个修道院里至少有一人能作必要 
的计算，并在这一工作中算术和制定历法都获得不同程度的改善. 

促使人学习一点数学的另一动机是占星术.这门伪科学在巴 
比伦人、古典希腊人和阿拉伯人那里曾颇为风行，而在中世纪的欧 
洲则几乎普遍被人接受.占星术的基本信条当然是说天体能影响 
和控制人体以及人的命运.为了解天体的影响并预报特殊的天象 
事件如行星的会合和日月蚀所展示的吉凶祸福，那就需要有些天 
文知识;因此少不了要懂得点数学. 

占星术到中世纪后期变得特别重要.每个朝廷都有占星术 
士，大学里也有占星术的教授和课程.占星术士帮王公大人谋划 
政治决策、军事征战和个人事务.奇怪的是甚至那些懂得并爱好 
希腊思想的君王也依靠占星术士.在中世纪末期和文艺复兴时， 
占星术不但成为一项重要的工作而且被看作是数学的一个分支. 

数学通过占星术而又同医学发生关系(第7章第8节).教会 
虽把人的肉体视为不足道，但医生是不能相信此说的.由于一般 
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人迷信天体能影响人的健康，医生就想找出天体现象和特殊星座 
同各个人的健康之间的关系.他们把成千人出生、结婚、生病和 
死亡时出现的星座记录下来，用以预测医疗之是 f 有效.为此襦 
要懂得广泛的数学知识，因而使医生也变成深谙 i 学的人.事实 
上他们在占星术和数学方面的造诣远远超过其对人体知识的造 
诣 • 

数学通过占星术而应用于医学的做法在中世纪后期流行更 
广.十二世纪的波伦亚大学有个医学和数学学院.当天文学家 
Tycho Brahe 在1566年上罗斯托克 ( Rostock ) 大学时，那里没有 
天文学家，但有占星术士、炼金术士、数学家和医学家.在许多大 
学里占星学教授比真正的医学和天文学教授还要常见. Galileo 确 
曾对医科学生讲过天文，但目的是为了使他们能搞占星术. 


4 . 数学的停滞 

中世纪初期约从400年起到1100年左右 为止: 这七百年的时 
期本来是很可能使欧洲文明发展一些数学的.如果它能从当时所 
拥有的少量线索追究其包藏的丰富知识，它很可能从希腊著作获 
得很大帮助.但这段时期内数学并无进展，也没有人认真搞数学 
工作.凡是想了解数学在什么条件下能繁荣的人，自然很想知道 
这究竟是什么原因. 

数学水平之所以低，主要原因是对物理世界缺乏兴趣.当时 
在欧洲占统治地位的基督教规定了它自身的目标、价值和生活方 
式.主要关心的是精神生活，因而认为出于好奇心或实用目的而 
探索自然的工作是浮薄不足道的.基督教乃至后期希腊哲学家如 
靳多噶派 ( Stoics , 克欲派——译者)、伊壁鸠鲁派 ( Epicureans ，嗜 
乐派——译者）和新柏拉图派 ( neo - Platonist ) 都强调要把心灵提 
高到超越肉体和物质之上，并为灵魂作奸准备，以便死后去过天国 
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的生活.终极的实在是灵魂的永恒 生命； 而追求道德与精神的真 
理则可增强灵魂的健康.关于原罪的信条、对地狱的恐惧、上帝的 
拯救以及对天国的企求重于一切.由于对自然的研究无助于使人 
达到这些目的或准备好过来世生活，因此它就被认为是无益甚至 
邪妄之事. 

那么欧洲人从哪里去获得关于自然的知识以及关于宇宙和人 
的天然设计方案呢？回答是所有知识都来源于研读圣经，教会神甫 
的教导和教条是圣经的补充发挥和解释，被认为具有至高无上的 
权威 . St . Augustine (354 〜 430) 是个很有学问并在传播新柏拉 
图主义方面最有影响的人，他 曾说: “从圣经以外获得的任何知识， 
如果它是有害的，理应加以 排斥； 如果它是有益的，那它是会包含 
在圣经里的这段话虽不足以代表 Augustine , 却足以代表中世 
纪早期的人对研究自然的态度. 

关于中世纪早期文明的这一简略概述，由于我们主要关心它 
同数学的关系，难免颇为片面，但它无论如何可使我们大致认清 
教会领导下的欧洲本土能有什么样的文化，它叉能从罗马人留下 
的微薄遗产上建立起什么样的文化.直到1100年，中世纪时期没 
有在渖识领域里产生出任何大的文化.它的知识状态是思想一律、 
教条主义、神秘主义、信赖权威，不断向权威著作求教、进行分析并 
加以评述.倾向于神秘主义的结果使人把含糊其辞的思想奉为现 
实甚至接受为宗教真理.仅存的那一小点理论科学是呆板无生气 
的.神学统辖了所有的学问，教会神甫能编造万有知识体系.但 
除了包含在基督教义中的以外，他们不去寻思或追求任何别的原 
理. 

罗马文明是产生不出数学来的，因它太注重实际和马上可以 
应用的结果，欧洲中世纪文明之不能产生数学成果釗出于正相反 
的原因.它根本不关心物理世界.俗世的事务和问题是不重要 
的.基督教重视死后的生活并重视为此而进行的准备. 
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数学显然不能在一个只重世务或只信天国的文明中繁荣滋 
长.我们可以看到，数学在一个自由的学术气氛中最能获得成功， 
那里既能对物理世界所提出的问题发生兴趣，又有人愿意从抽象 
方面去思考由这些问题所引起的概念，而不计其^否能谋取眼前 
的或实际的利莽.自然界是产生概念的温床.然后必须对概念本 
身进行研究.然后，反过来，能对自然获得新的观点，对它有更丰 
富、更广泛、更强有力的理解，而这又产生出更深刻的数学工作. 


S . 希腊著述的第一次复活 

在1100年之际，欧洲文明处于一种停滞的状态.虽然社会制 
度大部分仍属封建性的，但已经有不少独立的商人，有初步的工 
业，有自由民所从事的艺术和手工业，大规模的农业，制造业，矿 
业，银行业和牲畜饲养业.同国外的贸易，主要是同阿拉伯人和近 
东的贸易，已建立起来.最后，王公大人，教会官员和商人都获得 
了必需的财富来供养从事学术和艺术的人员. 

虽然那是一个安定的社会，但一点也看不出有什么征象，说明 
欧洲人如果任其自行其是，会自动抛弃前述那种世界观和着重点， 
而回头来认真钻研数学.西欧是基督教罗马世界的后继者，而罗 
马和基督教都不是喜爱数学的.但到了 1100年左右，新的思潮开 
始影响当时的学术界气氛.欧洲人通过贸易和旅游，同地中海地 
区和近东的阿拉伯人以及东罗马帝国的拜占庭人发生接触.十字 
军东征(约1100〜 1300), 为掠取土地的军事征战，使欧洲人进入 
阿拉伯土地.十字军战士是搞打仗而不是搞学术的人；所以通过 
十字军战争而产生的接触也许被人估计得过份重要.但无论如何 
欧洲人开始从阿拉伯人和拜占庭的希腊人那里学到了希腊的著 
作. 

希腊学术的发现激起欧洲人很大的 兴趣； 他们大力搜求希腊 
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著作的抄本，阿拉伯文译本以及阿拉伯人写的课本.王公和教会 
领袖支持学者去猎取这些学术宝藏.学者们纷纷到非洲、西班牙、 
法国南部、西西里和近东的阿拉伯文化中心去钻研阿拉伯人的著 
述并把他们所能买到的书籍带回欧洲.巴斯 ( Bath ) 地方的 Adelard 
(约1090〜 1150) 乔装回教学生前往阿拉伯人控制下的叙里亚和 
哥尔多华 ( Cordova ) 以及意大利南部.比萨 ( Pisa ) 的 Leonardo 到 
北非去学算术.北意共和国和罗马教庭派出使团和大使到拜占庭 
帝国和西西里(那里原是著名希腊文化中心，到878年为止仍在拜 
占庭统治下).1085年基督徒攻占了托里多 （ Toledo ), 于是阿拉 
伯著作的一大中心向欧洲学者开放了. 1091年基督徒又从阿拉 
伯人手里夺取了西西里，他们又可自由阅读那里的著作了.从帝 
国开始之日起就收藏了希腊著作的罗马，经过一次搜索后发现了 
更多的手稿. 

欧洲人获得这些著述后就愈来愈多地把它们译成拉丁文.十 
二世纪从希腊文译出的书总的说来质量不髙，因当时对希腊文懂 
得不多.它们是逐字逐句译出的 (de verbo ad verbum ); 但它们 
比那些通过阿拉伯译本重译的希腊著作好一些，因为阿拉伯文与 
希腊文是很不一样的.因此直到十七世纪后很长的时间，欧洲不 
断出现新的更好的译本. 

这样欧洲人就知道了 Euolid 和 Ptolemy 的著作， al - Kho - 
w ^ rizmi 的《算术砝饥冰6)和《代数》, Theodosius 的《球面学》 
( Sphaerica ), Aristotle 和 Heron 的许多著作 ， Archimedes 的几部 
著作，特别是他的《圆的量度以他的其余著作在1544年由巴塞尔 
( Basle ) 的 Hervagius 译成拉丁文）.但在十二和十三世纪间， 
Apollonius 和 Diophantus 的著作都未曾译出.此外哲学、医学、 
科学、神学和占星术方面的书也都翻译出来.由于阿拉伯人确实 
占有几乎全部的希腊著作，欧洲人就此获得了大量的文献.他们 
对这些著作是这样钦佩并这样倾倒于其中的新鲜思想，以致使他 
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们都成了希腊思想的门徒.他们珍视这些著作远远超过他们自己 
的创作. 


6. 理性主义和对自然的兴趣的复活 

第一批希腊和阿拉伯著作的译本传到欧洲后不久，对自然现 
象的理性探讨，并以自然原因而不以道德或神意的原因来作解释 
的风气几乎立刻就呈现出生命力.在法国沙脱尔 （ Chartres ) 有一 
群人如 Gilbert de la Por 如（约 1076〜 1164). 沙脱尔的 Thierry 
(约死于1155年)，和 Bernard Sylvester (约 1150) 甚至开始对圣 
经文字谋求作出合理化的解释，并且至少表示出需要用数学来研 
究自然的意愿.他们的主张是附和的，但比那 
个对话中的更合理.不过他们对自然现象的说法(虽从中世纪思 
想角度来看是颇为可观的)没有足够的意义和影响，不值得多加注 
意. 

随着希腊著作的传入，要求作合理化解释的趋势,对物理世界 
的研究,通过食品、物质生活来享受现世生活的兴趣以及对自然的 
乐趣，变得明显起来.有些人甚至开始用他们自己的道理来对抗 
教会的权威.例如巴斯地方的 Adelard 说他不愿听从那些“被人 
牵着鼻子走的人;……因此如果你要听我讲些什么东西，就得同我 
讲道理并且让我也来讲道理 . ” 

说来奇怪，有些希腊著作的传入却使欧洲的觉醒推迟了两个 
世纪之久.到1200年之际， Aristotle 的许多著作已相当普及.他 
书中的大量事实，精细的分辨能力，令人信服的论据，和对知识的 
逻辑编排,使欧洲学者读了心悦诚服. Aristotle 学说的缺点是他 
接受了那些在思想上认为是有理的说法而不管其是否符合实际经 
验.他提出一些想法、理论和解释，例如基本物质之说，地上物体 
与天体的区分(第7章第3节)，以及对终极原因的强调,是很少现 
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实根据或没有结果的.但因这些说法都被人毫无批判地加以接 
受，所以新的思想就不受欢迎或无人理踩，使进步推迟 . Aristotle 
给数学以较低的地位——肯定地次于定性的物理解释的地位，这 
可能也是阻碍学进步的. 

大约从1100年到1450年这段期间内，从事科学工作的是经 
院派学者，他们信奉以基督教使徒和 Aristotle 的权威为基础的学 
说；因此科学工作自然受到不利影响.有些经院派学者反抗当时 
流行的教条主义并否认 Aristotle 学说的绝对正确.当时有一个 
人感到需要从实验得出一般原则，需要有利用数学的演绎推理，然 
后根据事实来检验这种推理，这人便是林肯郡的主教，自然哲学家 
Robert Grosseteste (约 1168 ~ 1263). 

反抗权威的最出色的发言人并且真能提供有价值思想的是 
Roger Bacon (1214 〜1294)，他号称为“万能博士” (Doctor Mirabilis ). 
他宣称，“如果我有权处理 Aristotle 的著作，我就会下令把它全烧 
掉; 因为学习它不过是浪费时间而且把人引入岐途，而且它又是难 
以形容的层出不穷的无知之见 R . Bacon 学识渊博，遍晓当时的 
许多科学和语言文字，包括阿拉伯文在内.他比别人早知道当时 
刚出现的发明和科学 进展: 如火药，透镜的作用，机制时钟，日历的 
编制，虹彩的形成等等.他甚至谈到对潜水艇、飞机和汽车的设 
想.他在数学、力学、光学、视象成因、天文学、地理学、年表学、化 
学、透视学、音乐、医学、文法、逻辑、形而上学、伦理学和神学方面 
的著作都是含有正确思想的. 

R . Bacon 的特别令人钦佩之处是他懂得可靠的知识是怎么得 
来的.他探讨了使科学获得进展或受到阻挠的原因，并提出改革 
研究方法的意见.他虽也劝人阅读圣经，但强调数学和实验，并预 
见科学造福于人类的伟大前景. 

他确信数学思想是与生俱来的并且是同自然事物本身相一致 
的，因为自然界是用几何语言编写而成的.所以数学能提供真理. 
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它先于其他科学，因为数学处理直觉所感知的量.他在所著《大 
作财#^*)的一章中“证明”所有科学都需要数学，他的论点 
表明他正确认识到数学在科学中的作用.他虽然强调数学，但也 
充分认识到实验在发现事实和验证从理论或其他方面所得结果的 
作用及其重要性.“论证可以总结一个 问题; 但它不能使我们感到 
放心或承认其为真理，除非通过经验而表明其确为真理 . ” 

R . Bacon 的《 大作》 中谈了不少关于数学对地理、年表学、音 
乐、虹彩的解释、编日历和确定信念的用处.他还论述了数学在国 
家管理、气象学、水文学、占星术、透视学、光学和视象成因等方面 
的作用. 

但甚至 R . Bacon 也只是他那个时代的产物.他相信巫术、占 
星术，并坚称一切学问的目标是神学.他也是他那个时代的牺牲 
品： 他死于监狱,正如其他许多倡导人类理智独立性以及实验观察 
重要性的学术界领袖一样.他对他那个时代的影响是不大的. 

William of Ockham (约 1300〜 1349) 继续对 Aristotle 进行有 
力的攻击，他批评 Aristotle 对终极原因的观点.他说终极原因纯 
粹是虚拟的说法.所有原因都是直接的，足以产生一事件的所有 
前提构成它的总因.这种关于联系的认识是放之四海而皆准的， 
因为自然界是统一的.科学的首要功能是确定观察的次第. 
Ockham 说，至于物质我们只知道它们的种种性质，而并没有一种 
基本的物质形式. 

他又攻击当时的物理和形而上学(玄学)，他说得自经验的知 
识是真知，而合理化的构思则不然,它们不过是人创造出来用以解 
释所观察的事实而已.他提出一个著名原则号称 “ Ockham 的刀 
片 ” （Grosseteste 和 Duns Sootus (1266 〜 1308) 在以前早提出过)： 
若能用较少的概念解决问题，那更多的概念是无济于事的.他把 
神学同自然哲学(科学)分开，理由是神学的知识得自神的启示，而 
自然哲学的知识则应来自经验. 
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这些持异见的分子并没有提出新的科学思想.但他们确实要 
求自由研究、自由思想和自由探索,并主张以经验作为科学知识的 
来源. 


7. 数学本身的进展 

大约在1100年到1450年这段时期内，尽管思想严受束缚，但 
还是进行了一些数学活动，其主要中心是牛津大学，巴黎大学，维 
也纳大学（成立于1366年）和艾尔福 （ Erfurt ) 大学（成立于1392 
年）.起初的工作是对希腊和阿拉伯文献的直接反应. 

第一个值得一提的欧洲学者是比萨的 Leonardo (约 1170- 
1260), 又名 Fibonacci . 他受教育于非洲，在欧洲和小亚细亚游历 
甚广，并以其精湛掌握当代及以前各代的全部数学知识而闻名. 
他住在比萨，为西西 S 的 Frederick 二世及宫庭哲学家所深知，而 
他的大多数现存著作也是奉献给他们的. 

1202年 Leonardo 写了划时代的并流传很久的《算经 》 (Liber 
—书，这是从阿拉伯文和希腊文材料编译成拉丁文的书. 
当时在欧洲已多少知道一点阿拉伯记数法和印度算法，但只限于 
在修道院里.一般人还是用罗马数字而且避免用零，因他们不懂 
零的意思. Leonardo 的书产生很大影响并改变了数学的 面貌； 其 
中传授了印度人用整数、分数、平方根、立方根进行计算的方法. 
这些方法其后又由费罗棱萨 ( Florence ) 的商人加以改进. 

Leonardo 在《算 经》 及较晚一部著作《四艺经 》 (IAber Qua - 
dratorum , 1225) 中都论述了代数.他也照着阿拉伯人的样子用 
文字而不用记号讲述，并以算术方法作为代数的基础.他讲述 
了一次和二次确定或不确定方程以及某些三次方程.他也象 
Khayyam 一样认为一般三次方程是不能用代数方法解出的. 

在几何方面， Leonardo 在他的《几何实习》 (Practica Geome - 
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triae , 1220) 里重复讲述了 Eu C lid < 原本》及希腊三角术的大部分 
内容.他传授用三角方法而不用罗马人的几何方法来搞测量，这 
是稍稍前进了一步. 

Leonardo 著述的最突出之点是他指出 Euclid 在《原本: *> 第十 
篇中对无理量的分类并不包括一切无理量. Leonardo 证明 
^+2^4-10^ = 20 的根不能用尺规作出.这第一次表明数系所含 
的数超过希腊人以是否尺规可作为准则所定的范围. Leonardo 又 
引入了至今仍称为 Fibonacci 数列的概念，在这数列中的每项等 
于其前两项之和. 

除了有 Leonardo 发表关于无理量的意见外 ， Nicole Oresme 
(约1323〜 1382) 的著作里也有一些创见.此人是里秀 ( Liaieux ) 
地方的主教兼那瓦 （ Navarre ) 巴黎学院的教师.在他的未发表的 
著作《比例算法》04以 orismu * iVojJor 奴 omm , 约 1360) 中，他引入 
了分数指数的记法和一些算法.他的想法是（用我们今天的记 
号)： 既然4 3 *=64而所以 4 3 / 2 »8. 分数指数的记法以 
后在十六世纪的几个作家的著作中重又出现过，但直到十七世纪 
才广泛采用. 

Oresme 的另一项贡献在于对变化的研究.我们记得 Aristotle 
对质和量是严格区别的.他认为热的强度是一种物质.改变热的 

强度就得增加或减少一种东西-种热. Oresme 认为并没有 

什么不同种类的热，而只有同一类热的多寡之分.十四世纪一些 
牛津和巴黎的经院哲学家开始从量的方面来思考变化和变化率的 
问题.他们研究勻速(等速)运动，非勻速(变速度）运动以及均匀 
性的非均匀运动(等加速运动）. 

.当时这一类思想的顶点是 Oresme 所提出的图线原理.关于 
这个问题他写了《论均匀与非均匀的强度》(& Urnformitate e t 
Difformitaie Jwfewsiorwm ， 约 1350 年）与《论图线》 ( IVac 如 ws 办 
] Mi^tudimbus Formarum , 无日期）为研究变化与变化率， 
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Oresm 纟按照希腊入的传统指出凡可度量的量(除了数以外）都能 
用点、钱、面来代表.于是，为表示随时间而变的速度，他用一水平 
线上的点代表时间，称之为 经度； 而不同时刻的速度则用纵线表 
示，称之为纬度.为表示一个从0处为 减到 B 处为零的速度， 
他_出了 一个•〒角形（图 10.1). 
他又指出由中点丑所定的矩 
形 OBBC 与三角形 OAB 等面积并 
表示在同一段时间内的勻速运动. 
Oresme 把物理变化同整个几何图 
形联系起来.整个面积代秦所论的变化，其中不牵涉到数值. 

常有人说 Oresme 对提出函数概念，用函数表示物理规律以及 
函数的分类，作出了贡歃.人们也把创立坐标几何及函数的图象 
表示归功于他.事实上他的图线是个含糊的观念，至多是一种图 
表. _ S 然 Oresme 在图线 { latitud-irm formarum ) 名义下表示强度 
的方法是经院哲学家试图用于杻究物理变化的一个主要技巧，也 
曾4当时的大学里敎给学生，并用之于修正 Aristotle 的运动理论， 
但它对其后思想界的影响是不大的. Galileo 确也用过这种图形， 
但思想远为’清楚，用意远为朗确.文由于 Descartes 尽最避免提及 
前义，我们也不知道他是否受了 Oresme 思想的影响. 


8.物理科学中的进展 

- 于数学的进展主要依赖于人们对科学重新发生兴趣，辦以 
这里要简略 指出% 世纪人士在科学方面的工作. 

在力学方面他们采纳了关于杠杆、重心以及 iurchiniedes 流 
'体静力孥这些非常可取的希腊著作.他们除了理解杠杆原理之外 
没有做吏多的工作，不过 Jordanus Nemorarius (死于1237年)稍 
有一点补充. 他们最 注重的是运动理论. 
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由于 Aristotle 的科学早已盛行一时，所以他的理论成为研究 
运动的出发点.如我们在第7章中所指出的， Aristotle 的理论有 
好几处明显说不通.早期中世纪科学家就想在 Aristotle 学说体 
系的基本范围内解决这些 疑点. 例如，为说明落体何以会增速，十 
三世纪的有些人士，把 Aristotle 关于重力的含糊概念，解释成物 
体的重量会随着其接近于地心而增加的意思.因此，由于力增大 
了，所以速度也增大.有人怀疑 Aristotle 关于速度等于力除以阻 
力这个基本定律是否正确. 

十四世纪中继沙脱尔学派 it 后的是巴黎学派，其领袖是 
Oresme 和 Jean Buridan (约 1300〜 1360). 在那里的大学里 Aris - 
totle 的观点占上风.为解释物体受力后之所以继续运动， Buridan 
提出一个新理论——冲力理论. Buridan 按照六世纪基督教学者 
Philoponus 的说法，认为加到箭或抛射体上的动力是加到物体本 
身上的而不是加在空气 上的. 这个冲力（而不是空气的推进力）， 
若无外力作用是能使物体永远保持匀速运动的.在落体的情形 
下，由于自然重力使原有冲力逐步获得增量，所以冲力是渐次增大 
的.在上投物体的情形下(如抛射体)，传给物体的冲力因空气阻 
力和自然重力而逐渐减小.天球有上帝给予冲力后就无需天上其 
他因素作用而保持其运转. Buridan 把冲力定义为物体的质 Ji 与 
速度的乘积；因此用现代术语来讲这就是 动量- 

有好几方面的原因使这个新理论值得重视. Buridan 把它应 
用于天体垣动和地面上物体的运动之后便将两者合成一个理论. 
其次是这理论 1^‘ Aristcrtle 的定律相反，它暗含着力改变运动而不 
单是维持运动^想法.第三，冲力概念本身是一大进步;它把作用 
力从媒质转移到运动物体上，从而又使人能考虑没有媒质的真空. 
Buridaii 是现 代动力 学的奠基人之 一• 他的理论在他那个世纪以 
及其后两个世纪中被人广泛接受. 

抛射体运动之所以这样受人注意，也许是由于十三世纪武器 




的改进，弩炮、横弓和长弓能把投射体抛过长的弯曲的路线；一个 
世纪以后又有了炮弹. Aristotle 说过一个物体在一个时间内只能 
在一种力的作用下 运动； 若有两种力则一种力会破坏另一种力的 
作用.因此若将一物往上抛出,它将沿一直线运动，直到那“激发” 
运动消耗掉之后物体就在天然运动下直落到地上.在对这理论进 
行修正的各种学说之中， Jordanus Nomorarius 提出的观点是最有 
帮 助的； 他说依直线方向抛射出去的物体，其运动的每一刻所受之 
力可分解为两个分力，一个是向下作用的自然重力，一个是水平抛 
射的“激发”力.这一思想以后为 da Vinci , Stevin , Galileo 和 
Descartes 所接受. 

Buridan 和 Oresme 领导下的巴黎学派不仅考察勻速运动而 
且接下去考察均匀性的非均匀运动(匀加速运动)，并按他们自己 
认为满意的方式证明这种运动中的有效速度是初速和终速的平均 
值.十三、十四世纪力学上最有意义的工作也许在于他们力求引 
入定量的考察，并以定量的论证来代替定性的论证. 

中世纪科学家的主要兴趣在于光学方面.原因之一是希腊人 
在(今日所谓的)儿何光学方面比在其他物理领域上树立了更坚实 
的 基础; 到中世纪末期，他们在光学方面的许多著作都在欧洲传开 
了.另外一个原因是，阿拉伯人又在希腊人的基础之上作出了一 
些进展.到1200年，光学上的一些基本定律都为人熟知，如光在 
均匀媒质中的直线行进;反射 定律; 以及 Ptolemy 的不正确的折射 
定律(他相信折射角正比于入射角）.还有关于球面镜和抛物面镜 
的知识，球面像差,针孔照像机，透镜的用途，眼晴的功能，大气折 
射现象，放大视像，这些都从希腊人和阿拉伯人那里传到了欧洲. 

Grosseteste , R . Bacon , Vitelio ( 十三世纪)， John Peckham (死 
f 1292年)，和弗来堡 ( Freiberg ) 的 Theodorio (死于 1311 年）这 
些科学家都把光学推向前进.他们根据光被透镜折射的知识，定 
出了一些运镜的焦距,研究了透镜的组合，提出用透镜组合来放大 



视像的意见，改进了解释虹彩的理论.十三世纪中玻璃镜的制造 
完善了 r 从1299年起有了眼镜. Vitello 观察到光在折射下的色 
散 现象； 就是说他让白光通过六角形晶体产生出有色光.他又引 
导光通过一碗水来研究虹彩，闼他以前观察到光通过一碗水而射 
出后出现虹彩中的颜色.光学继续成为一门重要科学；我们以后 
将看到 Kepler , Galileo , Descartes , Fermat , Huygens 和 Newton 
都在这方面进行工作. 


9.总 结 

在科学上也如在其他领域里一样，中世纪只是专攻那些经过 
时间考验的权威著作.各学院从古代手稿里作了辛勤的摘录、总 
结和评注的工作.时代精神迫使人们遵循一向所信赖的、一成不 
变的、死硬的方法.中世纪后期学术工作的特点是寻求一种包括 
人间、自然界和上帝的普遍哲学.但这些工作充满了这样的 缺点: 
思想不分明，神秘主义，教条主义，以及咬文嚼字地引述权威著 
作. 

然而随着世界情势的逐步改变，人们日益强烈地发觉信仰和 
明显事实之间的脱节和矛盾，并对学术和信仰之需要修正看得愈 
来愈清楚.在 Galileo 演示经验的价值以前，在 Descartes 教导人 
们进行内省以前，在 Pascal 陈述关于进步的概念以前，就有那些离 
经叛道的思想家，主要是持异见的经院派学者，他们打算沿着新的 
硌线前进，向旧有的观念提出挑战，要求比希腊人更多地依赖于对 
自然界的观察. 

做实验(其部分目的是为寻求产生奇迹的秘方)和用归纳法来 
获得一般原理和科学规律，开始成为知识的重要来源，虽然中世纪 
的主要科学方法仍是根据一些先验的原则，用一种形式的或几何 
性的论证来作合理化的解释. 
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数学对研究自然的作用也获得某种承认.虽然中世纪科学家 
总的说来仿照 Aristotle 的做法寻求物质上的或物理上的解释，但 
这种解释很难获得而且用处 不大； 他们愈来愈体会到，从数学上 
来对观测数据和实验事实进行整理比较，然后核验数学定律，做起 
来较为容易.所以，同天文理论本身、航海、修历法等工作有关的 
科学家，他们所用的天文理论不是 Aristotle 从物理上对 Eudoxus 
理论的修补，而是 Ptolemy 的理论.结果使数学开始起一种大于 
Aristotle 所指定给它的作用. 

尽管有这些新的趋势和活动，但如果让中世纪的欧洲循着一 
条不变的道路继续走下去，那它会不会产生真正的科学和数学，这 
是很值得怀疑的事.自由探讨是不许可的.从1400年就已存在 
的少数几所大学是受教会控制的，那里的教授不能自由讲授他们 
认为正确的东西.如果说教会在中世纪并未禁止过什么科学学 
说，那只是因为当时并没有发表过新的重要学说.但若不论在 
那方面发现有真正与基督教思想相抵触的论调，那就会立即受到 
镇压，其残酷与恶毒的程度在历史上是空前的，而这种镇压大部 
分是由十三世纪教皇 Innocent III 所创立的宗教裁判所来执行 
的. 

其他一些相对地比较次要的因素也推迟了欧洲的变革.复活 
的希腊知识只能为少数既有时间又有机会来学习的学者所接触. 
手稿很昂贵;许多人想要而得不到.此外，从1100到1500年这段 
期间，欧洲分裂为许多独立的公国、侯国、多少带点民主色彩或寡 
头政治性的城邦以及教皇控制下的国家.这些政治单位间不断 
发生战争,耗尽了人民的精力.从1100年开始的十字军战争糟蹋 
了数目难以想象的生命.十四世纪下半叶的黑死病夺去了约占欧 
洲三分之一的人口，使整个文明倒退回去.但幸而革命力量已开 
始在欧洲的学术、政治和社会舞台上发挥它的影响. 
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文艺复兴 


在我看来， 一个人 如系要在数学上有所进步，他必珥向大 
痄们学习，而不应向徒弟们 学习. 

N.H. Abel 


1. 革命在欧洲产生的彩响 

大约从1400年到1600年左右的这段时期，我们称之为文艺 
复兴时期(虽然这个名词.被不同的作者用来形容不同的时期).在 
这段时期内，欧洲被几件事情深深地震撼了一下，最后使得知识界 
的面貌大大改变，并使得数学活动以空前的规模和深度蓬勃兴起. 

革命的影响是十分广泛并且连续不断的，几乎遍及欧洲每个 
国家每个城市的战争乃是政治变革的起因.文艺复兴的发源地意 
大利，就是一个最好的例子.虽然意大利各邦在十五、十六世纪的 
历史被不断的阴谋、大屠杀以及战争的破坏弄得支离破碎，但政治 
上不断的变迁以及某些民主政府的建立，则是有利于个性成长的. 
反抗教皇统治——当时政治上、军事上的主要力量——的战争，不 
仅从教会的统治下解放了人民，而且还鼓励知识分子造反. 

中世纪后期，意大利得到了大量的财富.这主要是由于意大 
利的地理位置.意大利各港口地位极为优越，有利于从亚洲、非洲 
进口货物转运到欧洲其他地区去.大银行的建立使意大利成为经 
济中心.这种财富对于学术活动是不可少的.就在这个被搞得最 
—塌糊涂，混乱不堪的意大利，最早酝酿并且表现出了形成西方文 
化的思想. 
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在十五世纪，希腊的著作大量进入了欧洲.在这个世纪早期， 
罗马和拜占庭帝国——它们占有大量的希腊文稿，但一直是孤立 
的——之间的联系变得很紧密.拜占庭帝国在和土耳其人打仗 
时，曾想得到意大利各邦的帮助.在关系改善的情况下，希腊的教 
师们被带到了意大利，而意大利的人则到拜占庭去学希腊文.当 
土耳其在 H 53 年征服君士坦丁堡时，希腊的学者带着许多文稿逃 
到意大利.这样，不仅使欧洲有了更多的希腊著作，而且新得到的 
手稿远比早先在十二、十三世纪时得到的要好得多.这以后，直接 
从希腊文译成拉丁文的译本比从阿拉伯文转译的睪可靠得多. 

大约在1460 Johann Gutenberg 发明活版印刷，加速了知 

识的传播.从十二世纪以来，欧洲通过阿拉伯人，从中国学来了制 
造麻纸和棉纸，以代替羊皮纸和草片纸.从1474年起,数学、天文 
学和占星术的著作开始印刷出版了.例如由 Johannes Oampanus 
(十三世纪)译成拉丁文的 EuclicU 原本》 的第一次印刷版本，1482 
年在威尼斯 ( Venice ) 出现了.到了下一个世纪， Apollonius 
锥曲线》的前四册， Pappus 的著作， Diophantus 的《算术》以及其 
他一些著作，也以印刷版本出现了. 

罗盘和火药的引进是有重大意义的.罗,盘使得远洋航行成为 
可能.火药在十三世纪引进，它改变了战争的方法和防御工事的 
设计，使得研究抛射体的运动变得很重要. 

由于制造业、矿业、大规模的农业以及各种贸易的大量发展， 
一个新的经济时代开始了.所有这些企业中遇到的技术问题都以 
比过去旺盛得多的活力着手来解决.和埃及、希腊与罗马的奴隶 
社会以及中世纪的封建农奴制社会相比较，新社会拥有一个不断 
增大的自由手工业者和自由劳动者阶级.独立的机械工人和那些 
支付工资的雇主都有迫切愿望去寻找节省劳动力的方法.为了改 
进生产方法和材料的质量，资本主义经济竞争也促使人们直接去 
研究一些物理现象和因果关系.因为教会曾对这些物理现象作出 



过许多的解释，矛盾就产生了.可以肯定，每当物理的解释被证明 
比神学的解释更为有用的时候，神学的解释就被人们抛弃了. 

通过十五、十六世纪进行的地理勘査，商人阶级对欧洲新秩序 
的建立作出了贡献.进行这些勘査是为了寻找更好的贸易途径和 
商品资源，它给欧洲带来了有关异地的植物、动物、气候、生活方 
式、信仰和习惯的知识.这些知识对中世纪的教条提出了挑故并 
激发了人们的想象力. 

根据直接的观察以及一些探险家和商人带回欧洲来的见闻， 
引起了对教会的科学和宇宙学说的可靠性的怀疑,对教会压制实 
验和压制人们思考新秩序所产生的问题的反抗，一些教会领导人 
道德上的堕落，教会出卖赎罪券之类的腐败行为，.以及最后，严重 
的教义分歧，这一切最终导致了宗教改革.这些改革者由一批渴 
望打破教会势力的商人和王公贵族支持着. 

r 宗教改革并没有解放人们的思想和精神..新教领导人的目的 
只在于挂出他们自己牌号的教条主义.但是，在提出关于圣礼的 
本性，教会统治的权威以及在圣经上一些文字段落的含义等问題 
时， Luther , Calvin , ZwingH 这些人无意中激励了很多人去想一 
些以前不敢想的问题.思想被瀲发了，辩论引起了.更进一步， 
为了争取信徒，新教宣称信仰的基础乃是个人的判断而不是教皇 
的权威.于是各种不同的信仰被认为是合法的了.许多人在要求 
他们选择天主教还是新教时 宣称: “你们双方都见鬼去吧.”于是他 
们背弃这两种信仰而面向自然、观察和实验，以此作为知识的来 
源. 


2. 知识界的新面貌 

教会是建立在权威上的，它崇拜 Aiistotlo , 并把怀疑定为有 
罪，教会也蔑弃物质的孪受而强调身后灵魂的得救，这些教条与 
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欧洲人从希腊学来的准则形成鲜明的对照，这些准则是（虽然 
Aristotle 没有宣布 过)： 对大自然的 探讨； 物质世界的享受;力求 
身心的 完美； 研究问题和发表见解的自由、对人类理性的信赖•教 
会的权威，对世俗生活的限制，信赖圣经是一切知识的来源并应主 
宰一切的主张，这些都引起了知识分子们的反感，使他们如饥似渴 
地接受了新的价值准则.人们不再对圣经文字上的含义作无休止 
的考据与争辩来确定是非曲直，而开始面向自然本身. 

数学兴趣的复活九乎是随着希腊知识和生活准则的复活一起 
而来的结果.到十五世纪， Plato 的著作被大家所了解后，欧洲人知 
道了自然界是按照数学方式设计的，并且这个设计是非常和谐优 
美的内部真理 . ： 自然界是合理的，简单的而且有秩序的，它是按照 
着万古不易的规律行动的. Plato 和 Pythagoras 的工作也强调数 
是现实的精华，这个学说在十三、十四世纪开始被一些离经叛道的 
经院派学者们所注意. Plato 主义的复活使这些人所不断深思苦 
虑的思想和方法得到澄清和结晶. Pythagoras - P]ato 强调数量关 
系作为现 实精髄 的思想逐渐占据了统治地位 . GoP ^^ c ^ KeP 101 ， 
Galileo , Descartes , Huygens 和 Newton 实质上在这方面都是 
Pythagoras 主义者，并且在他们的著作中确立了这样的 原则: 科学 
工作的最终目标是确立定量的数学上的规律. 

对于文艺复兴时期的知识分子，数学之所以受到重视尚有另 
一个理由.在文艺复兴这样一个时期里，随着新的影响、知识和革 
命运动席卷欧洲，使人们对中世纪的文化和文明产生怀疑和不信 
任.知识分子们要为其知识的建立寻找新的、坚固的基础，而数学 
则提供了这样一个基础.在各种哲学系统纷瓦解，神学上的信 
念受人怀疑以及伦理道德变化无常的情况下，数学是唯一被大家 
公认的真理体系.数学知识是确定无疑的，它给人们在沼泽地上 
提供了一个稳妥的立 足点; 人们又把寻求真理的努力引向数学. 

数学家和科学家也从中世纪神学的偏见中得到某种启示，它 
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反复灌输这样一个观点，所有自然界的现象不仅相互关联而且还 
按照一个统盘的计划 运转： 自然界的一切动作都遵循着一个由始 
因所规定下来的方案.那么， 神学中 上帝创造宇宙之说又怎么能 
够同寻找大自然的数学规律并行不悖呢？回答是提出一种新的教 
条 ，即： 上帝是按数学方式设计了大_然的.换句话说，把上帝推 
崇为一个至高无上的数学家，这就使寻找大自然的数学规律一事 
K 为一件合法的宗教活动. 

这个理论鼓舞了十六、十七甚至一些十八世纪的数学家的工 
作.寻找大自然的数学规律是一项虔诚的工作，它是为了研究 
上帝的本性和做法以及上帝安排宇宙的 方案.文艺复兴时期的 
自然科学家是神学家，用自然代替圣经作为他们的研究对象. 
Gopomicus , Brahe , Kepler , Galileo , Pascal , Descartes , Newton 
和 Leibniz 再三谈到上帝通过他的数学方案给宇宙以和谐.数学 
知识，因为它本身是宇宙的真理，就象圣经里的每行文字那样神圣 
不可侵犯，甚至髙于圣经中的文字，因为它是明确的，无可非议的 
知识. Galileo 说过:“上帝在自然界的规律中令人赞美地体现出来 
的并不亚于他在圣经字句中所表现的.”对于这点 Leibniz 补 充说： 
“Oum Dem calcidat , fit m / mdus ” (世界是按上帝的计算创造的). 
这些人寻找数学规律以宣扬上帝创造工作的崇高和光荣.人不能 
希望象上帝自己一样淸楚地了解那些神圣的计划，但通过谦虚和 
谨慎，人至少能够近似地了解上帝的心意. 

科学家们因为确信上帝在构造宇宙时已经把数学规律放在其 
中，所以他们坚持寻找自然现象背后的数学规律.每一条自然 
规律的发现都被认为证明了上帝的智慧而并非研究者的智慧. 
Kepler 在每次获得发现时都对上帝写了颂歌.数学家和科学家们 
的信仰与态度是文艺复兴时代席卷整个欧洲的更大量文化现象的 
范例.希腊的著作冲击了非常虔诚的基督教世界，知识界的领导 
人则生在一个世界而被另一个世羿所吸引，他们就把两个世界的 
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3.学识的传播 

由于某些理由，新的准则的扩散是缓慢的.首先，希腊的著作 
只有在教会内外王公贵族的朝廷里才能找到，而不是一般的人所 
能接近的.印刷业大大地帮助了书籍的广泛流传，但效果也是逐 
渐显示的，因为即使印刷的版本也是很昂贵的.传播知识的问题 
还由于另外两个因素而变得复杂了.第一，愿意把数学和科学运 
用于工业、手工业、航海、建筑和其他一些工作项目中去的人大都 
没有受过教育，上学的人并不是很普遍的.第二个因素则是语言 
问题.有学问的人——学者，教授和神学家——熟悉拉丁文，也略 
诸希腊文.但是，艺术家，手艺人和工程师只懂得本地方言——法 
语、德语和几种意大利语——因此不能从希腊著作的拉丁文译本 
获得教益. 

从十六世纪开始，许多希腊的经典著作被人用通俗的语言译 
出1数学家们自己也插手这些活动.例如， Tartaglia 在1543年 
把 Euclid 的《原本》由拉丁文译成意大利文.翻译活动一直进行 
到十七世纪，但进展得很慢，因为不少学者对普通人持敌对态度. 
前者是轻视后 者的; 他们喜欢用拉丁文,因为他们认为拉丁文的传 
统地位会使他们的说话有权威.为了抵制这样的人并接近公众从 
而得到公众的支持^ Galileo 特意用意大利文写作. Descartes 也因 
为同样的理由而用法文写作，他希望那些只凭天然理性的人能比 
那些死抱古籍的人更善于鉴定他的著作. 

在意大利的一些城市里用来启发公众的另一方法就是建立图 
书馆.在佛罗伦萨 ( Florence )， 由 Medici 家族资助开设了一些图 
书馆，几个教皇也在罗马这样做了.部分是为了推广教育，部分是 
，为 了给学者们提供一个开会的地方，一些自由派的领导人建立了 
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学院.在这之中，最有名的是佛罗伦萨的设计学院，它是由 Cosimo 
I de ’ Medici (1519 〜 1574) 在1563年建造的，那儿变成了数学研 
究的中心;此外还有罗马的《山猫学 #»(Accademia dei Lincei )， 在 
1603建立.这些学院的成员把拉丁文著作译成普通语言，向公众 
作报告，并通过他们之间的相互交往，扩大和加深了自己的知识. 
这些学院是以后英、法、意大利和德国建立的一些^最有名的、对知 
识的传播大有作用的科学院的前身. 

遗憾的是十五、十六世纪的大学在这一发展中没有起什么作 
用，神学统治了大学，学习的目的只是研究神学.在这里知识被看 
作完全的、终极的东西.所 以实验 是不需要的，学校外面的新发明 
是被忽略置之不理的.保守的大学教授们尽其所能地死抱着由十 
三世纪以来经院派学究们所创立的中世纪的学问.大学里诚然也 
教了算术、几何、天文和音乐，但是天文学是以 Ptolemy 的著作为 
基础的，而且不进行任何观察.所谓自然哲学则只是研读 Aristotle 
的《物理学 


4. 数学中的人文主义活动 

当经院派学者们死抱着中世纪末期的教条时，一批新的人文 
主义者专心从事着收集、组织并判地学习希腊和罗马的学说. 
这些人勤勉地学习，用他们那种整个说来不无问题的巧妙手段来 
清除书籍中的错误并恢复失散了的材料.他们奴隶般地接受、重 
复并且无休止地阐释那些他们在古代和中世纪的原稿中发现的东 
西，甚至从_语言学的研究以确定确切的含意.他们也写很多书， 
那不过 是把& 老的著作按经院派的意见重新予以解释.虽然这种 
活动可能唤起了人们对学习的兴趣，但它也给人们一个错觉，似乎 
学问仅仅是为了加深和巩固已有的知识. 

十六世纪人文主义的代表人物是代数学家 Jerome Cardao 
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* (Glerolamo Cardano ) ,他 1601 年生于帕维亚 ( Pavia ). 他作为一 
个无赖和‘者的生涯是文艺复兴时期那些怪人的离奇生涯中最不 
寻索印一个.在他的《我的生平》(办厂治 1 iVopria ) —书中，他讲 
了^的 丰世， 这本书写于他 晚年； 在书'中，他赞扬同时又贬低了他 
自说他的父母遗留给他的只％痛苦和受人 轻视; 他度过了 
― 1 个勉:惨的童年并且他‘生活的 ㉟ Wl :: 年是化样的贫困以至他并本 
^为自己是可，的，为巧他所也，他穷到已洩有什么可以丢失 
: fcj 东西:他气暴躁乂，热心追求色欲，报复心重，好争吵、 
nk 缺少 i 默感，不知后悔的而且故意甩恶痦伤人.虽然他并不 
热中于赌博， p 他在二十五年间每天 &要掷 &子并且下了 四十年 
的 产,# 为摆碰贫困、 it 性病、被人远告和所受不公正待遇的手段. 
tfife 死后,1^63年出版的 《赌 博之书办 Zudo Aleae ) t ^> } 

‘他说一个人应读用赌博嬴钱来补偿失去的时间，还教人如何通过 
k 骗来保证获得 i 种补偿. 

：， 在他把青春贡献$数学、物理、赌博之后，他从帕维亚大学医 
‘科毕‘业了.他开了业，后来又在米兰和波伦亚 ( Bologna ) 教书，成 
为闻名鲞欧的 i 生.他遂作为数学教授在几个意大利大学中任 
教/夺1570年他因给耶稣基督算命的异端罪行被拘入狱.可怪 
的是，教皇后来却雇用他当占星术士.在他75岁时，1576年死前 
味久，他因宥卞名誉、一个外乂财产、孪问、有权势的朋友、笃信上 
帝和有十四只好的牙齿而自诩. 

祕的作品包括数学：夭文学’、 1 占星术，医学和其他许多学科， 
•还★道德輅言(疳来弥补他在纸’牌方®的欺骗行为)•‘ :尽管 
C ^ an 诠科挙 上训练肴素，得他毕竟是他那时代的一个 人物； 他 
^坚，占皇术、梦、符究、‘ 幸相米 i 吉凶之 k 和迷信/并且写了很多 
'这 七面 的著作对于这些玄妙的玩艺儿他会找出理由来辩护，'’这 
1东西，他认为象航海和医学一样可靠.地也 写了关 于宇宙 I '办各 
种居.達的 •巨 著，这就 '皇， 关孕天使、恶魔和各种各样的智慧入板 
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在书中还包含了那些无疑是从他父亲的卓越朋友 ， Leonardo da 
Vinci 那里偷来的材料.现存他的著述材料约有7000页. 

自然哲学家企图把一切现实统一在巨著中的混合主义趋势， 
也表现在 Cardan 的数学著作上.他不加批判地把古代、中世纪 
和当代理论方面和经验性的已有数学知识不辞其劳地拼成百科全 
书式的堆集.他既醉心于那不可思议的和神秘的数论，又爱好代 
数思维，在这方面他比同时代的人先进.除了是个著名的医生之 
外， Cardan 以他对数学的浓厚兴趣高出十六世纪其他一些博学的 
自然哲学家.但数学对他来说不是方法，而是一种特殊的不可思 
议的才能,并且又是一种满载激情的思维. 

—个名气较小的人文主义者 Ignacio Danti (1637 〜 1586), 是 
波伦亚的一个数学教授，他写了一本通俗数学，把所有&数学和应 
用数学搞成一串简要的表格.《缩减为表的数学科学 
matematiche ridotie in tavole ， 波伦亚， 15_77 年）代表了那时代的 
分类精神;它为十六世纪后期学校的数学教学指引了道路. Danti 
是那些提倡把应用数学当作一个学术分支的少数数学家和天文学 
家之一(正如后来的 Galileo 那样).书中所涉及的题材是值得注 
意的，因为它们表明当时的数学包括 T 算术、几何、音乐、占星术、 
仪器测算(特别 是体积 的测量)、气象学、折射光学、地理学、水文 
学、力学、建筑学、军事建筑学、绘画和雕塑.前四个科目代表纯粹 
数学，其余则是应用数学. 

有代表性的人文主义者的努力，明显地表现于诸如 GJuldo - 
baldo del Monte (1546 〜 1607), Bernadino Baldi (1563 〜1617〉 
和 Giovanni Battista Benedetti (1630 〜 1590) 等有学识的数学家 
对力学的研究上.这些人没有掌握 Archimedeg 的 定理； Pappas 
的工作对他们来说更有意义和吸引力，因为 Pappus 详述了早期希 
腊古典作品中的证明.他们在处理典型问題时和经院派学究相差 
甚敢，他们把自己限制于改正个别的结论和定理.他们接受了很 
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多错误的东西，此外，他们没有能力将活的重要的想法和已经僵死 
的东西区分开来.他们的人文主义的训练使他们倾向于把所有新 
和旧的知识都纳入 . Euclid 的推理中，不管这与实验是否一致.因 
此他们的批判能力减弱了，而他们自己的经验失去了价值.他们 
的试验不含神奇的成分，他们的博学实际上主要是人文主义的， 
但是从原则和实质上来说，他们是最末一批中世纪学者而不是新 
的思想方法和研究方法的创造者.意大利的数学家和物理学 
家 Francesco Maurolyous (1494 〜1575)， Beaedetti , Baldi 和 del 
Monte , 这些 Galileo 后来慷慨地称之为老师的人，他们在某些方面 
也为 Galileo 开辟了道路，但是因为他们倚靠着古老的思想方法， 
所以没有为解决什么数学、物理问题作出别开生面的贡献. 


S . 要求科 学改革的呼声 

象 过去各个世纪一样，数学从物理科学那里取得了主要的启 
示和 课題. 但是，要想科学得到蓬勃的发展，欧洲人必须摆脱对权 
威 的俯首听命.不少人体会到科学的方法论必须要 改变； 他们倡 
议真正摆脱经院哲学和无批判地接受希腊知识. 

最 早明确地提出要以新的态度对待知识的人之一，是有名的 
文艺复兴时代艺术家 Leonardo da Vinoi (1452-1519). 他在体 
力上和精神上有不可思议的天资，使他成为杰出的语言学家、植物 
学家、动物学家、解剖学家、地质学家、音乐家、雕塑家、绘画家、 
建 筑学家、发明家和工程师. Leonardo 郑重宣布他不相信经院派 
学者奉为金科玉律的知识.他对这些读书人是这样描 写的： 他们 
高傲自大 ，卖弄学问，并非以自己的钻研所得而只是以背诵别人的 
成果 来炫耀自己.他们只是别人学问的朗诵者和吹鼓手.他也批 
判了书呆子的概念、方法和目标，因为他们不同现实世界打交道. 
他夸耀自 己不是文学家而是能够在经验中学习做更多更好的工作 
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的人.的确，他学了很多的数学，一些力学的法则以及杠杆的平衡 
定律.他对鸟的飞行和水的流动，岩石的构造和人体的结构都做 
了引人注目的阐述.他研究光和颜色，植物和动物.他有 一句名 
言： “如果你不立足于大自然这个很好的基础，你的劳动将无禆于: 
人，无益于己 . ”他说，经验永远是，可靠的，虽然我们的判断会 有蟛! 
“在以数学为依据的科学的研究中，如果有些人不直接向自然界请 
教而是向书本的作者请教，那末，他就不是自然界的儿子而 只是孙 
午了;” 

Leonardo 相信实践和理论的结合.他说，“一个人如喜欢没 
有 理论的卖践，他就象水手上船而没有舵和罗盘，.永远不知道驶向 
何方另一方面;他说，理论离开了实践是无法生存不去的， 忠产 
生之后便会消亡.“理论好比统帅，实践则是战士. ”他希望用理论 
指导实践. 

然而， Leonardo 并没有掌握真正的科学方法..实保上，.•他洗 
有方法论， 也 狡有以任何哲学作为基础.他的工作是大自然研究 
者的实践，是受美学的推动和启发而来的，但在其他方面没有揩 
导. 他有兴趣于寻找数量关系，从这一点说他是现代科学的先驱 
者.但是，他不象 Galileo 那样自觉追求定量规律.他有关数学 
和科学的作品虽然被十六世纪的人.如 Cardan , Baldi , TarUaglia 
和 Beilbdetti 等所运用，但对 Galileo , Descaites , Stevin , Robeeval 
却没有产生什么作用. ' ； 

Leonardo 对数学的看法以及他对数学的实际知识和用法是 
池那个时代所独有的，而且反映了那个时代的精神和方法.读 
I . eonardo 的著作时，人们发现有很多论述暗示他是一个有学间的 
数学家，也是二个有职业数学家的工作水平的渊博的哲学家 . 先饵 
如， 他说: “一个人怀疑数学的极端可靠性就是陷入混乱，他永远 
不能平息诡辩科学中只会导致不断空谈的争辩. v …，因为人们與 
探讨不能称为是科学的，除非通过数学上的说明和论证.”为了轉 
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越观察和经验而进一步探索，对他来说只有一条可靠的路能避开 
幻景和错觉——数学.只有紧紧地依霏数学，才能穿透那不可捉 
摸的思想迷魂阵.大自然按照数学规律运转，自然界的力和动 
作必须通过数量的研究来探讨.这些必须通过经验来获得的数 
学规律是研究自然的目的.人们无疑是根据这些话，才往往把 
Leonardo 看成一个比他实际更为伟大的数学家.但当你审阅 
Leonardo 的笔记本时，你会发现他的数学知识是多么少，而他处 
理问题的方法完全是经验的、直观的. 

在倡导科学方法改革中更有影响的是 Francis Bacon (1661- 
1626). Bacon 寻找在智慧、道德、政治、物理诸方面获得真理的方 
法.虽然十六世纪已经在物理科学的方法上发生变革，但广大公 
众甚至很多有学问的人也没有意识到这点. Bacon 的杰出口才， 
广博的知识、广大的眼界以及对未来大胆的设想吸引人们去注视 
正在发生的事以及注意他所描写的“伟大复兴”而不是草草一看. 
他阐述的鲜明格言引起了人们的注意.最后当人们注意到科学正 
在开始作出 Bacon 所倡导的进步时，他们就推崇他为他所觉察到 
的革命的提俱者和领导者.实际上，他比他的同时代人更加理解 
正在发生的变革. 

他哲学上的突出特点是确信和强澜宣布科学发展上的新时 
代.在1605年，他发表 Y 他的论崇学篇》 

接着在 1620年发表了《 新方法 Organum ). 
在后一本书中他说得更明确了，他指出以前对自然界的研究软弱 
无力而所得结果微小 .• 他说，科学过去只服务于医学和数学，或者 
M 用来训练不成熟的年青人.以后的进步在于方法的改变.所有 
的知供是从观察开始的.然后，他作出他非凡的贡献，就是坚持 
6 逐逄的和继续不断的归纳”以代替草率的一般结论. Bacon 说， 

7 寻找和发现真理有两条路，也只有两条路.其 一 ，通过感觉和特 
例飞跃到普遍的公理，然后通过这些原则及 p 劳永逸的真理发明 
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和判断; •-些 派生的公理.另 *r 种方法是从感觉和特例收集公理， 
不断地逐步上升，这样最后到 | 达更普遍的 公理; 这后一种方法是真 
实的，但尚未有人试用过.”他的所谓“公理”是指通过归纳所得的 
—躲毕的命题，它适宜于甩作演绎巧推理的起点: 

Bacon 锋击对自然现象学究式的探讨，说道：“由推辩发现的 
耸理是 不能用来得到新郎发 现的； 因为自然界比推辩本身细致微 
妙许 奉倍. ……在人心目中第一个设想的根本错误是不会被后来 
优越的药物和条件治好的.……我们必、须引导人们去研究个别的 
现实,而人们自己则必琢在 : 7段时间内把自己的概念放下而使自 
己辨悉事实•” L , 

Bacon 没有认识到科 : 学 啤须通 过测量才能得到定量的规律. 
也就是说，他没有看到必须做何种逐步的研究以及按什么样的次 
序，他也没有意识到-切发明必需具备的创造才华.实际上，他说 
“天才的敏锐和力董是不足.道的，所有天才和智慧都在同一水平 
上，， . 

Bapon 虽然自己没有 g 造伹却发出了关于实验方法的宣言： 
他攻击先验 的梦学 伴系、:思维的创造和无聊的炫耀学问.他说，科 
学工作不应该卷入寻求最终原因的迷阵中，这是属于哲学的事. 
逻辑学和倏辞学仅仅在组辑我们已知的事 鹆时才 有用.让我们接 
坻太自然并面对着它..我扪不要搞杂乱的、偶然的试验，要让它成 
为系统的、彻底的和有一定方向的.数学应该是物理学_仆人. 
总之 Bacoi^ 辦后代人舉出了一个吸引人的纲领. 

. 另外3个学_纲领也是和 Francis Bacon 有关的，虽然这是 
他以前的冬榫出的 .. 碜的来说，希腊人满足于从数学和科学获得 
的对木_然_律的了解.少数中世纪早期的科学家和学者研究大 
自然丰要为了确 定興象 粹最终原因和归宿.但是，更实际的阿拉 
均人 f 寒自雒是为了征服_然.他们的占星术家、预言家和炼金 
术±§ 掸长告 不考药，声鸯耗，替李无用金属为有用金属的方法 W 
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及动物和植物的奇异特性，以求长生，治疗他们的疾病和发财致 
富.当这些假科学在中世纪盛极一时，—些軍有墀性的经院派学 

者 - 例如 Robert Grosseteste 和 Roger Bacop - 开始追:事同 

一目标，但通过更妥当的科学研究方法.由于 Francis Bacon 的劝 
告,掌握大自然变成了一种确定的学说和一个贯穿一切的动力. 

Bacon 希望致知识于应用.他想以掌握自然来服务并造谭无 
人类，而不是为博得学者的高兴和快乐..如他所说，科学应上升为 
公 理然后又下降到应用.在《新大西洲 》 Naw 4如咐釦） 中 
Bacon 描写了一个学者组成的社会，它给他们提供了地方和装备 
去探索有用的知识.他预见到科学将会供给人们，以“无尽的商品' 
“陚予人类生活以发明和財富，并提供便利与舒适他说，这是科 
学的真正的合理的目标. 

Descartes 在他的《方法论讲话 on JlfeiAod) 中响择 
了这个 思想： 

获得对生活非常有用的知识是可能的，和学校里所教的 
纯思辨哲学不同，我们能够发现一个卖用的哲学.通过 
这种哲学，当我们象了解手工艺人的各种工艺一样地清 
楚了解了火、水、空>、恒星、宇宙和■所有围绕着我们的物 
体间的作用和力后，我们 同坪也 能够把这些规律运用¥ 
它所适宜的各种用途，使得我们自己成为大自然的主人 
• 和占有者. 

• 化学家 Robert Boyle 说： “人类的福利能够通越自然科学家 
对各行各业的洞察力提高很多 . 

Bacon 和 Descartes 所提出的挑战很快地被接受了,科学家们 
乐观地投入到了解自然征服自然的工作.这两 种动机 至今仍然是 
—种主要推动力.从十七世纪以来科学和工程间的相互联系确实 
飞快地增长起来. 
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这一纲领甚至也被政府认真采纳了.在1666年由 Colbert 
建立的法兰西科 学院; 建于1662年的伦敦皇家学会都是为了培育 
这种将来能有用的知识”和促使科学变得‘‘有趣同时有用”的. 


6 . 经验主义的兴起 

' 当科学的改革者主张转向自然并要求实验事实的时候，面向 
实际的手工业者、工程师和画家确实在获得扎实的经验事实.运 
用一般人天然的直观的处理方法，荨找的不是最终的真意而仅仅 
是他们在工作中遇到的现象的有效解释，这些技工们得到的知识 
嘲弄了那些搏学的学究乃至人文主义者所提出的繁复辨解，在语 
汇学上的长篇推敲，纠缠不清的逻辑推理，以及対罗马和希腊权威 
的痒夸中’证.由于文艺复兴时代的欧洲在技术上的成就超越并多 
于其他文明社会的成就，所以他们在工作中所得到的经验知识是 
巨大的％ 

手免人、工程师和艺术家必须认真对付真实而行之有效的力 
学思想和材料的特性.但是，用这样的方法获得的对物理世界的 
认识也是令人惊异的.那些眼镜制造者虽没有发现一个光学定理 
却发明了望远镜和显微镜.，技术人员由于注意现象而总结出规律 
来.他们以有分寸的、渐进的步骤(那是关于科学方法的任何抽象 
观点所不能启示的）获得的真理，就象大胆的猜测所敢于设想的那 
样深奥、广泛.理论上的改革者是大胆、自信、 急促 、有雄心和蔑 
视古老的东西，而实际的改革者则是小心、谦虚、缓慢并善于吸取 
所有的知识，不管是由传统而来还是由观察而来的.’他们工作着 
而不是空想,研究细节而不是一般的规則，他们对科学添砖加瓦而 
不是给予定义或是建议如何來得到它.在物理，塑造工艺和一般 
技术领域中，不是理论上的思考而是经验成了知识的新来源. 

和手工艺者的纯经验主义结合，或者受到他们所提出 的问题 
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的启示，系统的观察和实验逐步地产生了,这主要是由一些较有学 
识的人们进行的. Aristotle 和 Galen 等希腊人曾经作了大量的观 
察，并且讨论了在观察基础上能够作出什么样的归纳，但是不能说 
希腑人曾经有过一个实验科学.文艺复兴时代的科学活动在一定 
的程度上标志着现代宏大的科学事业的开始.文艺复兴时代最可 
观的一 批实验'工作者是由 Andreas Vesalius (151 4 〜 1564) 领导的 
生物学家团体，由 Ulysses Aldrovandi (1522 〜 1605) 领导的动物 
学家团体以及由 Andrea Cesalpino (1519 〜 1603) 领导的植物学 
家团体. 

在物理科学方面， William Gilbert (1540 〜 1603) 在磁学方面 
的实验工作是最最杰出的.在他著名的《磁学》(办 
l « k )) —书中他明确地指出，我们必须从实验出发.虽然他尊敬古 
人，因为不少智慧是从他们得来的；但他轻视那些专门把别人的 
话当作权威来引证而对这些话却不加实验考核的人.他的一连串 
仔细进行的、周到而简单的实验在实验方法中是经典的.他附带 
指出， Cardan 在他的《论事物的多 样性: >(心 i?erwm Varieiate ) 中 
描写了一个永动机，并评注说，“上帝咀咒所有那些假的，偷来的， 

‘歪曲的工#.这些工作只是把学生的思想弄乱 

我们曾经指出，各种各样的实践兴趣导致对自然界探讨的大 
发展以及随后对系统化实验的推动.和这些实际工作同时，大 
多数与之独立但并非与之无关，人们追求一个科学上更大的目 
标一^了解自然界，前章所述晚期经院派学者们在落体方面的工 
"作在十六 世纪继 续有人进行.他们主要的目标楚获得运动的基本 
规律.有关抛射体运动的工作,经常被说成是为了满足实际需要， 
但在更大程度上是由对力学所产生的广泛科学兴趣而引起的. 
Copernicus 和 Kepler 在天文学方面的工作(第12章第5节)肯定 
是由于想要改进天文理论而产生 ^1. 甚至文艺复兴时代的艺术家 
也企图透 M 现象去了解现实的本质. 
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幸运的是技术人员和科学家开始看到共同的 兴趣. 并欣赏从 
对方得到的帮助.十五、十六世纪的技术人员，即早期的工程师， 
他们依赖熟练的手工操作，机械的技巧和单纯的发明能力，很少 
关心原理，现在开始意识到他们能从理论中获得对实践的帮助. 
在科学家方面也开始意识到手工艺者所获得关于自然界的知识 
是正确理论必须加以吸收的，并且他们能从手工艺者的工作中获 
得关于自己研究工作的启示. Galileo 在他的《关于两门新科学的 
对话 》 (Dialogues Conc&ndng Two New Sciences , 即材料力学和物 
体运动理论这两门科学)的头一段中，承认对他的研究工作的这种 
启发.“你们威尼斯人在著名的兵工厂里持续的活动，特别是包含 
力学的那部分工作，对好学的人提出了一个广阔的研究领域.因为 
在这个部门中所有类型的机器和仪器在被很多手工艺者不断制造 
出来.在他们中间一定有人因为继承经验并利用自己的观察，在 
解释问題时变得髙度的熟练和非常的聪明 

实践和纯粹科学的兴趣在十七世纪被融合了.当大的原则和 
问题由于经验的需要而出现，希腊的数学知识被科学家们完全采 
用的时候，他们才能够更有效地着手进行纯科学的工作.在没有 
丢失了解宇宙这一目标的同时，科学家也愿意设法帮助实践.结 
果是在科学活动中出现了一个规模空前的发展，加上影响深远的、 
重大的技术改进,在工业革命中达郅了顶峰 • 

对我们来说，现代科学开端之所以非凡重要，当然在于它为数 
学的重大发展铺平了道路.它直接的效果是和具体问题相联系. 
因为文艺复兴时代的数学家们为共和国和王子们工作，并和建筑 

师，手艺工人相结合- Maurolycus 是墨西纳 ( Messina ) 城的一个 

工程师， Baldi 是为 Urbino 公爵服务的， Benedetti 是 Savoy 公爵 
的总工程师，还有 Galileo 是 Tuscany 大公爵的宫廷数学家.一 
所以他们采纳了那些实践者的观察和经验.到 Galileo 的时候，在 
Nico 沁 Tartaglia (1506 〜 1557) 的工作中能够大量看到科技人员和 
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建筑师的冲击和影响. Tartaglia 是当代科学上自修出来的一个 
天才.他完成了从实践数学家到博学的数学家之间的过渡.他有 
辨别地从经验知识中挑选出有用的题目和有用的结果.他的独特 
之处在于有这些成就并在于他完全独立于那种不可思议的影响之 
外，而这影响在他的对手 Cardan 的工作中是典型的 . Tartaglia 

•的地位在 Leonardo 和 Galileo 之间-不仅是按年代，也是因为 

他在动力学问题的数学工作上把这门学问提升为一种新的科学并 
且对 Galileo 的先驱者们很有影响. 

长远的效果是现代数学在 Plato “数学是现实的核心”的学说 
指引下，几乎完全是由具体的科学问题产生的.在研究自然并且 
得到包括观察和实验结果的规律这个新的方向的引导下，数学从 
哲学中分出来而且和物理科学联系在一起.对数学说来，进一步 
的后果是爆发了一个空前活跃和富有创造性的时期.这在数学史 
上是最最多产的时期 
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对外部世界进行研究的主要目的在于发现 上帝賦 予它的 
合理次序与和谐， 而速 些是上帝以数学语官透露给我们 
的. 

J. Kepler 


1 . 透视法 

虽然文艺复兴时期人们只是模糊地理解了希腊人工作的远 
景、价值和目标，但是他们确曾#数学上迈出了有创造性的几步； 
并且他们在另一些领域里取得了进展，为我们这个学科在十七世 
纪所达到的惊人的高潮铺平了道路. 

艺术家们最先表示出对自然界恢复了兴趣，最先认真地运用 
希腊的 学说： 数学是自然界真实的本质.这些艺术家们是自学的 
并且是通过实践来学习的.希腊知识的片断渗入给他们，但总的 
说来，他们对希腊的思想和智慧是感觉了，却很难说是理解了.在 
某种程度上这倒是有利的，因为未受正规学校教育，他们就不受那 
些教条的约束.另外，他们享有表达思想的自由，因为他们的工作 
被认为是“无害的”. 

文艺复兴时期的艺术家们从他们的职业来说是无所不知的， 
他们受雇于王公贵族去执行各种任务，从创作图画到设计防御工 
事、运河、桥梁、军事器械、宫殿、公共建筑和教堂.所以他们必须 
学习数学，物理，建筑学，工程学，石工，金工，解剖学，木工，光学， 
静力学和水力学.他们进行了手工操作但也解决了最抽象的问 
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题.至少，在十五世纪他们是最好的数学物理学家. 

要去评价他们对几何学的贡献，我们必须注意到他们在绘画 
方面的新目标.在中世纪颂扬上帝和为圣经插图是绘画的目的. 
金色的背景表明所描绘的人和物存在于天堂之中.对图形的要求 
是象征性超过现实性.画家创作的形象是不鲜明的，不自然的并 
且没有离开标准格式.到文艺复兴时期，描绘现实世界成为绘画 
的目标.所以艺术家们着手去研究大自然，为的是在画布上忠实 
地再现它，于是面临一个数学问题，就是把三维的现实世界绘制到 
二维的画布上. 

Filippo Brunelleschi (1377 〜 1446) 是第一个认真地研究并 
使用数学的艺术家.意大利的艺术家兼传记作者 Giorgio Vasari 
(1511 〜 1574) 说， Brunelleschi 对数学的兴趣引导他去研究透视法, 
并说他从事绘画正是为了运用几何.他读了 Euclid , Hipparchus 
和 Vitello 在数学和光学方面的作品，并且向佛罗伦萨的数学家 
Paolo del Pozzo Tosoanelli (1397 〜 1482) 学习 数学.画家 Paolo 
Uccello (1397 〜 1475) 和 Masaccio (1401 〜 1428) 也探索了实际透 
视法的数学原理. 

数学透视法方面的天才是 Leone Battista Alberti (1404 〜 
1472). 他在《论绘画 0« wm ，1435) —书中介绍了他的想法. 
这书1511年出版，它的性质虽然全是数学，其中也包含了一些光 
学方面的工作.他的另一本重要的数学著作是《数学游戏 》 (Ludi 
rmthematici , 1450), 这本书里有机械，测量，计时和炮术方面的应 
用. Alberti 所设想的原理成了他艺术上的继承人所采用并加以完 
善的透视法数学体系的基础.虽然他非常清楚地知道在正常的视 
觉下，两只眼睛从稍有不同的位置看同一景色,只有通过大脑调和 
这两个映像才能觉察深度，但是他建议画一只眼睛所见到的景物. 
他的计划是通过光线的明暗和随距离而使颜色变淡的方法来加强 
深度的感觉.他的基本原理可以解释如下.在眼睛和景物之间他 




1 . 透 视法 
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插进一张直立的玻璃屏板.然后他设想光线从眼睛或观测点出发 
射到景物本身的每一个点上.他把这些线叫做光束凌锥或投影 
线.他设想在这些线穿过玻璃屏板（画面)之处都标出一些点子，他 
把这点集叫做一个截景.重要的事实是截景给眼睛的印象和景物 
本身一样，因为从截景发出的光线和从原景物发出的一样.所以 
作画逼真的问题就是在玻璃屏板上(或者实际上是在画布上)作出 
一个真正的截景.当然这个截景依赖于眼睛的位置和屏板的位 
置.这韋思就是对同一景物可以绘出不同的画. . 

因为画家并不透过画布来画出截景，他就必须有一些建立在 
数学理论上的基本法则，以便告诉他如何去画. Alberti 在他的 
«论绘画》中提供了一些正确的法则 (1) ，但是没有给出全部细节. 
他想要使他的书成为一本概要，通过与同辈画家的讨论来加以补 
充，并对他的简略表示歉意.他试图把内容讲得具体而较少考虑 
形式和严密性，所以给出了原理和解释而没有证明. 

除了引进投影线和截景的概念之外， Alberti 还提出了一个很 
重要的问题.如果在眼睛和景物之间插进两张玻璃屏板，则在它 
们上面的截景将是不同的.进一步，如果眼睛从两个不同的位置 
看同一景物，而在每一种情形下都插一张玻璃屏板.在眼晴和景物 
之间，那么截景也将是不同的.可是所有这些截景都传达原来的 
形象.所以它们必定有某种共性.他提的问题 就是： 任意两个这 
种截景之间有什么数学关系，或它们有什么共同的数学性质?这问 
题是射影几何发展的出发点. 

虽然很多艺术家都在数学透视法方面写了书并且赞同 
Alberti 的艺术哲学，但我们在此可以只提他们中主要的一两个. 
Leonardo 认为一幅画必须是实体的精确的再现，坚信数学的透视 


(1) 关于其中的一些法则以及根据这些法 ! oil 所作的画，谪参看作者的另一本书 
《西方文化中的数学， (Mathematics in Western Ouliwe, Oxford University 
Press, 1953). 
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法容许作到这一点.它就是“绘画的舵轮和准绳”，涉及应用光学 
和几何学.对他来说，绘画是一种科学，因为它揭示了自然界的真 
实性； 由此，绘画比诗歌、音乐和建筑更为优越. Leonardo 关于 
透视法的著作包含在他的书《绘画专论》 ( Trattato della pittwa , 
1651) 中，这书由某个不知名的作者所编辑，这个作者采用了 
Leonardo 有关笔记中最有价值的材料. 

把透视法的数学原理以相当完整的形式陈述出来的画家是 
Piero della Francesca (约1410〜 1492). 他还认为透视法是绘画的 
科学并且企图通过数学来修改和推广根据经验所得的知识.他的 
主要著作《透视画法论 progpettiva pingendi , 1482~1487)推进 
了 Alberti 的投影线和截景的思想.一般地说，他给出的方法对艺 
术家是有用的，他的说明使用了纸条、木头等等.就像 Alberti - 
样，他给出了直观易懂的定义来帮助艺术家们.然后他提出定理， 
并且通过作图或作一个比例的计算来“论证”这些定理.他是杰出 
的画家兼数学家，也是科学的艺术家，他的同辈们也都这样认为. 
他还是他那个时代最好的几何学家. 

可是，文艺复兴时期全体艺术家中最好的数学家要箅是德 
国人 Al^reoht Durer (1471 〜 1528). 他的《圆规直尺测 M 法》 
(Undenueysung d&r Mesmng mid dem Zyrkel wnd Mychtscfi ^ yd , 
1525) 主要是几何方面的书,但它也想把 Diirer 在意大利所得到的 
知识介绍给德国，特别是想用透视法去帮助艺术家们.他的书谈 
论实际比理论多，很有影响. 

从十六世纪起透视法的理论就在绘画学校里按照前酣所提到 
的大师们写下的原理讲授.不过，他们在透视法方面的论文魯的 
说来只是些格言、法则和硬性规定的方法，缺乏一个坚实的数学基 
础.1600年到1600年这段时期的艺术家和后来的数学家把这门 
学科放在一个令人满意的演绎基础上，使它从半经验的艺术成为 
真正的科学.透视法方面的权威性工作是很久之后才由十八世纪 



么几何本身 ”11 

的数学家 Brook Taylor j . H . Lambert 写出来的. 


1 几何本身 

十五、十六世纪除透视法外，几何学的发展没有给人深刻的印 
象. Diirer , Leonardo 和 Luca Paoioli (约 1445〜约 1514)( 他是 
一个意大利的修士 ， Piero della Francesca 的学生， Leonardo 的朋 
友和教师)讨论的一个几何题目: fe 作圆的内接正多边形.这些人 
试图按阿拉伯人 Abdn - Wefa 曾考虑过的限制用直尺和开口固定 
的圆规来完成作图，但他们只是给出了近似的方法. 

画正五边形是一个很受注意的问题，因为它是在筑城设计中 
提出来的.在《原本》四卷命题11中 Euclid 曾经给出一个画法， 
但是没有限制用开口固定的圆规. Tartaglia 、 Ferrari , Cardan,del 
Monte 、 Benedetti 和另外很多十六世纪的数学家探讨了按照这种 
限制给出一个精确画法的问题.后来 Benedetti 扩大了这个问题， 
寻找用直尺和开口固定的圆规来解 Euclid 的所有作图问题.一 
般的问题是由丹麦人 George Mohr (1640 〜 1697) 在他的《奇妙的 
欧氏纲 EucUdii Ou / riod ， 1673) —书中解决的. 

Mohr 在他的 EucUde & DanicUs (1672) 一书中还指出，凡能 
用直尺和圆规作的图也可以只用一个圆规来完成.当然，没有直 
尺就不能画出联接两点的直线;但是给定了这 M 点就可以画出这 
直线和圆的交点；并且给定了两对点就可以画出由两对点所决定 
的两条直线的交点 . Lorenzo Ma^oheroni (1750 〜 1800) 重新发现 
只用一个圆规就足以完成 Euclid ’作图这一事实并且发表在他的 
«圆周几何: Kh geometria del compasso , 1797) —书中 • 

求物体的重心是希腊人另一个有兴趣的问题.这问题到文艺 
复兴时期又被几何学家们提出来了.例如， Leonardo 对求等腰梯 
形的重心给出了一个正确的方法和一个不正确的方法.然后他不. 



l i 第 12 章 文艺 ft 兴时 期数学 的贡献 

加证明地给出了四面体的重心的位置，就是，重心在底面三角形的 
重心到对顶点的联线上四分之一的地方. 

两个新颖的几何思想出现在 Diirer 的一些次要的著作里.第 
—个是空间曲线.他从空间螺旋线出发，并考虑这些曲线在平面 
上的投影.投影是各种各样的平面缧裤线， Diirer 指出如何去® 
它们. 他还介绍了外摆线，这是一个动圆在一个定圆外滚动时动 
圆上一点的轨迹.第二个思想是考虑曲线和人影在两个或三个相 
互垂直的平面上的正交投影.这个想法 Diirer 只是接触了 一下， 
后来到十八世纪时由 Gaspard Monge 发展为画法几 

Leonardo、Piero、Pacioli 和 Diirer 在纯粹几何方面的工作从 
其有无新结果的观点来看的确是不重要的.它的主要价‘值是广 
泛地传播了某些几何知识，这些知识用希腊标准看来是粗浅的. 
Diirer 的《圆规直尺测量法》的第四部分与 Piero 的《论规则形体》 
(Be Corporibus Regidaribm , 1487) 和 Pacioli 的《神妙的比例 
Dwim Proportiom , 1509) -起，重新引起人们对立体几何学（立 
体形的量法)的兴趣.立体几何学在 Kepler 时 代繁荣 起来. 

另一个几何的活动是制作地图，它剌激了进一步的研究几何. 
地形勘査揭露出现有地图的不 妥当； 同时揭开了新的地理知识. 
地图的制作和印刷开始于十五世纪后半叶以安特卫普和阿姆斯特 
丹为中心. 

制作地图的问题是从下述事实提出 来的： 一个球不能裂开展 
平而不畸变.还有，方向（角）或面积，或两者都会发生畸变.制作 
地图的最有意义的新方法是 Gerhard Kremer 提出的，他也叫 
Mercator (1512 〜1594)， 他终身贡献给这门 科学.1569年 他作出 
了一幅地图，用了著名的 Mercator 投影.在这张图上纬线和经线 
是 直线. 经线是等距离的，但是纬线的间隔是递增的.递增的目 
的是去保持经度一分和纬度一分的长的比值.在地球上纬度 1' 的 
变化等于 6087 英尺； 而经度 r 的变化仅在赤道上是6087荚尺. 



例如，在讳度20°时,经度改变 T 是5722英尺，得到比值 

经度变 r — 5722 
纬度变3/ "6087* 

Mercator 的直线地图上经线是等距离的，每一分的变化是6087英 
尺.为了保持上面那个实际上的比值，当纬度 i 递增时他令纬线 
间的距离按倍数 1/ cosL 递增.他的地图上，在纬度20°的地方 
纬度每变化炜线的距离是6078 (1/00326。)，也就是6450英 
尺.这样在纬度20°处 

经度变 1' _ 6087 
纬度变3/ '6450 , 

而这个比值和实际上的比值^相等. 

Merca 切 r 地图有几个优点.只是在这种投影之下地图上相 
互两点的罗盘方位才是正确的.于是球面上罗盘方位是常数的线 
(即所谓斜驶线，它与子午线有相同的交角）成为地图上的一条直 
线.距离和面积不 保持; 事实上，在两极的周围地图畸变得很厉 
害.但是，因为方向是保持的，所以在一点处的两个方向之间的夹 
角是保持的，从而这个地图被称为是保形的. 

虽然十六世纪制作地图的工作中没有出现很多新的数学思 
想，但是后来这个问题被数学家们接了过来，并引导出微分几何中 
的工作. 


3 .代 数 

直到 Cardan 的《大衍术: Magna , 1546) 出现(我们将在 
下一章里讨 论〉， 文艺复兴时期代数一直没有什么发展.但是， 
Pacioli 的工作是值得注意的.就象他同时期的很多其他人一样， 
他认为数学是最广的有系统的学问，并且应用于所有人的实际生 
话和精神生活中 .. 他还体会到理论知识对实际工作的好处.他吿 
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诉数学家和技术人员，理论必须是主导.就象 Cardan —样，他也 
属于人文主义者. Paoioli 的主要出版物是《总论算术、几何、比例 
和比例性》（汾 tmwa de Arithmetica , Geometria , Proportions et 
PropartionalHa , 1494). 这本 《 总论 》 是一本当代数学知识的概要 
并且是这个时代的代表，因为它把数学和很多实际应用联系起来. 

这本书的内容包含了印度-阿拉伯的数字符号(这些符号已在 
欧洲使用)，商业算术，包括簿记，当时的代数 ， Euclid «原本》的 
一个蹩脚的概括，还有一些从 Ptolemy 那里抄来的三角学.应用 
比例概念去揭露自然界的各个方面和宇宙本身是一个大的课题. 
Paoioli 把比例叫做“母亲”和“皇后”，并且把它应用于人体各部分 
的尺寸，应用于透视，甚至应用于混合颜料.他的代数是修辞性 
的； 他追随 Leonardo 和阿拉伯人把未知数叫做那个“东西”. 
Paoioli 把未知数的平方叫 census , 有时他缩写成 ce 或未知数 
的立方叫 CM & J ， 有时用 cw 或 （7 表示.其他文字的缩写如 J ) 表示 
plus ,® 表示也用到了.他所写的方程中，系数总是常数， 
并把各项放在使系数为正的一边.虽然偶尔要减去一项，例如会 
出现 -3 a :， 但纯负数是不 用的; 方程也只给正根.他用代数去计算 
几何量，如同我们用比例去求相似三角形边长的关系或去求一 
个未知的长度，不过他的用法常比这还要复杂.他认为解方程 
* 3 +胃=»»和 x 3 + n = mj > (我们用了现代的符号)就象化圆为方的 
作图题一样是不可能的，他用这条意见结束了他的书. 

虽然在《总论》里没有什么是独创的，但是这书和他的《神妙的 
比例 Divim 都是有价值的 =因为它们包含的内 

容比在大学里教的多很多. Pacioli 是已有学术著作同艺术家与技 
术人员所获得的知识之间的媒介.他试图去帮助艺术家与技术人 
员学习和使用数学.然而《总论》这书对1200到1600之间算术和 
代数的发展只是一个很有意义的数学注解，因为它出版在1494 
年，但并不比比萨 （ Pisa ) 的 Leonardo 1202年的《算经 》 (Liber 



Waci ) 内容更多.事实上, 《总论 》中的弇术和代数是根措 Leomudo 
的书而写的. 


4.三 角 

‘1450年以前三角都是球面 三角； 测量学还继续用罗马的几 
何方法.虽然比萨的 Leonardo 在他的《几何实习 》 (Pradica 
Qecmetriae , 1220) 里就曾经倡导平面三角的方法,差不多到1450 
年左右平面三角学在测量中才变得重要起来. 

十五世纪末叶和十六世纪早期由德国人完成了三角学中的新 
方法，通常他们在意大利留学然后回到他们的祖国.当德国开始兴 
K •时，北德汉撒同盟 (Hanseatic League of North Germany ) 控制 
着很多贸易，得到很多 财富; 于是商人中的赞助者就可以支持我们 
将要提到的很多人的工作.三角学的工作受到航行、推算日历和 
天文学的推动，对最后提到的这个领域的兴趣由于日心论的创造 
而增强，这日心论我们将在后面再讲. 

维也纳的 George Penrbach (1423~1461) 开始去校订《大汇编》 
的拉丁文译本，这本书是由阿拉伯版本转译的，他打 
算由希腊原文翻译.他还开始去制作更精确的三角函数表.但 
Peurbach 死得太年青，他的工作由他的学生 : Johannes Miiller 
(1436~1476)(又叫 Regiomontarms ) 继续下去，后者在欧洲传播了 
三角学. Regiomontanus 在维也纳跟 Peurbach 学习天文学和三 
角学后去罗马跟 Bessarioii 大主教(约1400〜 1472) 学习希腊文，并 
且从逃避土耳其人的希腊学者那里收集希腊文的原稿.1471年他 
定居在纽伦堡，在 Bernard "Walther 的保护之下. Regiomontanus 
翻译了一些希腊作品—— Apollonius 的《圆锥曲线》， Archimedes 
和 Heron 的部分作品，一自己成立印刷厂出版这些书. 

他仿照 Peurbach 采用印度人的正弦，即半弧的半弦，然 
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后造了一个正弦表取圆半径为600,000单位和另一个取半径为 
10,000,000单位的正弦表.他还计算了正切表.在《方位表》 
{Tabulae Directionum , 写于 14 G 4 〜 1467) —书中他给出了五位正 
切表并取十等分角度，这在那个时代是一个很不平常的做法. 

十五、十六世纪有很多人在作表，其中有 George Joachim 
Rhaetious (1514 ~ 1576). Copernicus ,. Franyois N ieta (1540~1603) 
和 Bartholor^us Fitiseus ( l 661-1613), 这一工作的特点是让國 
肀径的值很大很大以便能得到更精确的三角函数彳直而不甩分数或 
小数.例如， Khaetious 计算一个正弦表，半径取的是 10' 另一 
个 J |4 013 , 并且对每10秒孤给一 个值. Pitisc ⑽在他的《宝库》 
( Thesaurus , 1 6 13)中修正并发表了 Rhaetious 的第二个三角函数 
表. “ trigonoipetry ”一 字就是他提出的. 

更基本的工作是解平面和球面三角形.差不多直到1460半 
球面三角的内容由一些不严谨 的法则 组成，这拽法则的基础是希 
腊 、印 度和阿拉伯的译本，最后这个译本来自西班牙..直到这个时 
候,欧洲还不知道东方阿拉伯人 AbiPl-WefS 和 Nasir-Eddin 的； 
作， Regiomontanus 能够从 NSsir-Eddlri 的工作中得到益处，并 
且在1462^1463年写的《论三角 》 （De 中用更为有效 

的方式释平面三角、球面几何和球面三角中有用的知识放在一起. 
他给出球面三角的正弦定律，就是 

sing — sm 6 _ sine 
sin -4 sin if ainC 

卿涉及到边的余弦定律，即 

cos 0 = cos 6 cos c+sin 6 sine cos ,4. 

«论 三角》 直到 1533 年才 出版； 在这同时 Johann Werner (14 fi 8 〜 
1528) 在《论球面三角》 (■De Triangulis Sphaericii , 1514) —书中 
改进了并发表了 Regiomontanus 的思想. 

经过 Regiomontanus 多年的工作，球面三角仍然因为需要大 



角 


批的公式而处于困难中，这部分地因为 Rftgiomontamis 在他的《论 
三角》—书中(甚至 Copernicus 在一个世纪之后)只用到正弦和余 
弦函数.还因为钝角的余弦和正切函数的负值没有被承认为数. 

Rhaetioas 是_00{>61111<}\13的学生，他改变 
了正弦的意义.原来说 AD 的正弦是儿 B ， 他改 
成说角205的正弦是 A 8 (图 12.1). 但 AB 
的长仍依赖于半径长度单位的选取.作为 
Rhaeticus 的改变的结果三角形 OAB 成为基本 
的结构，而半径为04的圆成为附带的了. 

Bhaeticus 采用了全部六个函数. 图 12 . t 

Francis Vieta 将平面和球面三角进一步系统化并稍微加以 
发展； Viete 的职业是律师，但是他更被认为是十六世纪第 一流的 
数学家.他的《标准数伽 1579) — 书是他 
在三角的许多工作中的第一本.在这里他，把解直角和斜角平面三 
角形的公式收集到一起，也包括他自己的贡献，正切 定律： 

+ ( A ~ B \ . 

a — b _ 2 / 

对球面直角三角形，他给出了用已知的二部分计算另一部分所需 
的一套完全的公式，并给出 了用来 记住这套公式的法则，我们现在 
把它叫做 Napier 法则.他还提出了涉及钝角球面三角形角的余 
弦 定律： 

cos -4« — cos ScosO + sm ^ sinOcosa . 

很多三角恒等式是 Ptolemy 建立的， Vieta 给以补充.例如， 

他给出了恒等式 ' 

sin A — sin jB =2 cos - ^ sin — # 

^ Z 

还有用如沒和 cos 表示 sim 你和 cosri ^ 的恒等式.后一个恒等 
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式写在他的《斜截面—书中，这本书于他死 
后在1615年出版 Vieta 把这些恒等式表示成代数形式，虽然 
那些符号并不是现代的 . . 

他用 sirm ^ 的公式去解比利时数学家 Adrianus Romanus 
(1561 〜 1615) 在他的书《数学思想， (Ideae Mathematicae , 1593) 
中作为对法国人的挑战而提出的一个问题.这个问题是求解$的 
一个45次方程.法国的 Henry 第四找来了 Vieta ， 他认为这个问 
题相当 于:给 定了一弧所对的弦，求该弧四十五分之一所对的弦. 
也就是等价 于:用 郝4表示豳452,并求出 sin A 如果 x =^ nA f 
那么这个代数方程对$就是45次的. Vieta 知道这个问题可解， 
只要把这个方程分成一个5次的方程和两个3次的 方程； 而这些 
方程他很快地解出.他给出了 23个正根，但忽略了负根.在他的 
«回答 》( ife * poTWMm ， 1595)< 3) —书中他解释了他的解法. 

十六世纪三角学开始从天文学里分出来，并成为数学的一个 
分支.三角学在天文学方面的应用依然是广泛的，但是在其他学 
科方面的应用例如在测量学方面——说明有必要用更独立的 
观点来研究三角学. 


5. 文艺复兴时期主要的科学进展 

文艺复兴时期的数学家们翻译了希腊和阿拉伯的著作，并且 
在已有知识的基础上编辑了百科全书，为欧洲数学研究的高涨作 
了准备.但是欧洲后来的数学创作的启发和指导来自科学和技术 
问题，虽然也有些例外.代数的发展,至少在开头是阿拉伯活动路 
线的 继续； 在几何方面一拽新的工作是根据艺术家们发生的问题 
而提出来的. 

(2) Opera, Leyden, 1646, 287-304. 

(3) Opej'a, 305 〜 324. 
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在文艺复兴时期，对推动以后两个世纪的数学具有决定意义 
的进展是 Copernicus 和 Kepler 领导的天文学革命.大约在1200 
年以后，当希腊人的工作被采用的时候， Aristotle 的天文理论 
( Eudoxus 的一个修补)和 Ptolemy 的理论变得广泛流传并且互相 
对立.严格地说，对这两个体系，阿拉伯人和中世纪后叶的天文学 
家引进了各种各样的补充，以改进这两个体系的准确性，或者使 
Aristotle 的体系去适应基督教神学. Ptolemy 的体系在那个时代 
是相当准确的，它是纯数 学的； 所以只是作为一个假说，不作为 
真实构造的描述. Aristotle 的理论是为大多数人接受的，虽然 
Ptolemy 的理论对天文预测、航行和计算日历更为有用. 

—些阿拉伯人，中世纪后叶的人，文艺复兴时代的人物，包括 
alBirftni (973 〜1048 )， Oresme 和古萨 ( Cusa ) 的 Nicholas (1401 〜 
1464) 大主教，也许是响应希腊人的思想，当真考虑过地球或许在 
转动，并且考虑过在地球绕太阳转动的基础上,同样可能建立一种 
天文学理论，但是没有一个人作出新的理论. 

在天文学家之中 Copernicus 作为一个巨人突然出现. 
Copernious 1473年生于波兰的托伦 ( Thorn ), 在克拉科 ( Craoow ) 
大学学习数学和科学. 23岁时他到波伦亚 ( Bologna ) 进一步深造， 
在那里他熟悉了 Pythagoras 和另一些希腊人的学说，包括夭文 
学.他还研究医学和教会法令.1512年他回到波兰成为 Frauei 
berg 大教堂的典事（一种管理人员），他在这里直住到1643年逝 
世.他在完成工作职务的同时，专心致志于研究和观测,终于创立 
了革新的天文学理论.思维领域的这一成就，就其重要性，勇敢和 
宏伟的程度来说，远远超过了征服海洋的壮举. 

很难断定什么原因使 Copernious 抛弃了有1400年之久的 
Ptolemy 理论.在他的经典著作《论天体的转动 Revolutionibus 
Orbium Coelestium , 1543) 的序言中所述的是不完全的并且有几 
分不可思议. Copernious 声明唤醒他的是关于 Ptolemy 体系的精 
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确度的备种不同观点，是认为 Ptolemy 的理论只是一个假说的观 
点，以及 Aristotle 和 Ptolemy 理论的追随者之间的争执. 

Copernicus 保留了 Ptolemy 天文学的一些原理.他用圆作基 
本曲线，在这曲线上他构造了对天体运动的解释.象 Ptolemy — 
样，他使用了这样一个事实，行星运动是由一系列的匀速运动构成 
的.他的理 由是: 速度的变化只能由原动力的变化造成，而上帝，这 
个运动的根源是不变的，所以效果也是不变的.他也采纳了希腊 
人关于在从圆上作周转运动的方案.但 Copernicus 反对 Ptolemy 
采用的在假想圆上的匀速运动，因为这个运动不要求均勻直线速 
度. 

由于用了 Aristarchus 把太阳而不是把地球放在每个从圆的 
中心的思想， Copernicus 就能够用比较简单的图来代替以前描绘 
每一个天体运动所需要的复杂的图.他用34个圆代替77个圆去 
解释月球和六个已知行星的运动.后来他改善了这个方案，让太 
阳只是靠近这个体系的中心而不是正在这中心. 

从与观测结果相符合这点来说， Copernicus 的理论并不比流 
行的 Ptolemy 的修正理论更好些. Copernicus 体系的优点乃是 
它甩地球围绕太阳运动来解释行星运动的主要不规则性而不是用 
许多周转圆.此外，他的方案用同样通用的方法对待所有的行星， 
而 Ptolemy 对内部行星水星、金星和外部行星，火星、木星、土星 
采用稍有不同的方法.最后，在 C 叩 emicus 的方案中天体的位置 
的计算是比较简单的，以至于在1542年天文学家们开始用他的理 
论来计算天体位置的新的表. 

Copernicus 的理论遇到了合理的和怀偏见的两种反对. 
Copernicus 的理论同观测之间的不相符合使得 Tyoho Brahe 
(1646 〜 1601) 放弃了这个理论而去寻找一个折衷的方案. Vieta 
由于同样的原因完全地拒绝了它，并且转而去改进 Ptolemy 的理 
论.很多知识分子拒绝这个理论或因为他们不了解它，或因为他 
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们不能接受革新的思想.他书中所含的数学确是很 难懂； 就象 
Copernicus 在他的序言里所说的，他的书是写给数学家看的. 
Brahe 和德国天文学家在1572年对于新恒星的观测是有帮助的， 
星球的突然出现和不见反驳了 Aristotle 和经院派学者关于天体 
永恒不变的教条. 

如果没有 Kepler (1571 〜 1630) 的工作，日心论的命运将是不 
确定的.他出生于符顿堡 CWiirljtemberg ) 公国的一个城市怀尔 
( Weil ). 他的父亲是一个酒鬼，先是当一个雇佣兵，后来开了一 
家酒馆.当 Kepler 上小学的时候，就得在酒馆里帮忙.后来他退 
了学，送去工作，做一个田间的劳动者.当他还是孩子的时候，他 
就得了天花，疾病留给他一双残废的手和损伤了的视力.但无论 
如何，他设法在1588年得到了 Maulbronn 学院的学士 学位; 后来 
由于他向往教会职务就进 Tiibingen 大学学习.一个友好的数学 
和天文学教授 Michael Mastlin ( Mostlin , 1550-1631) 私下里教 
他 Copernicus 的理论. Kepler 在大学里的上级怀疑他不够虔诚， 
于1694年派他去奥地利的葛莱茨 ( Gratz ) 担任数学和道德学教 
授, Kepler 都接受了.为了尽到他的责任，要求他了解占星术，这 
就使他更进一步倾向于天文学. 

当葛莱茨被天主教控制的时候， Kepler 就被从这城市里驱逐 
了出去.他到了布拉格，在 Tycho Brahe 的观象台里作他的助手. 
Tycho 死后， Kepler 被任命接替这个位置.他的一部分工作是为 
他的雇主 Rudolph II 大帝算命. Kepler 用占星术有助于天文学 
家谋生的想法来聊以自慰. 

Kepler 的一生受各种困难的折磨.他的第一个妻子和几个 
孩子都死了.作为一个新教徒，他受天主教的各种迫害.他经常 
在经济上处于绝望之中.他的母亲被指控为巫婆，而 Kepler 得为 
她辩护.虽然他始终遭遇不幸,但他用恒心、非凡的努力和丰富的 
想象力从事他的科学工作. 
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在探讨科学问题的态度方面 Kepler 是一个过渡人物.象 
Copernicus 和中世纪思想家一样，他被一种美好的、合理的理论所 
吸引.他接受了 Rato 的教义，那就是宇宙是按照一个事先建立好 
的数学方案安排的.但是他不象他的前人，他极其尊重事实，他的 
更为成熟的工作完全建立在事实的基础上，从事实发展到定律. 
在寻找定律时，他发挥了对假说的创造性，对真理的热爱和活跃 
的想象力但并不妨碍理智.虽然他设计了很多的假说，但当它们 
与事实不适合时，他毫不犹豫地抛弃它们. 

被 Copernicus 体系的美好与和谐所触动，他决定从事于去寻 
求 Tycho Brahe 所提供的更为精确的观测可能允许怎样的几何上 
的和谐关系.他寻找数学上的关系，他确信这种关系是存在的，这 
使得他在错误的道路上探索了许多年.在他的《神秘的宇宙结构 
学 、 （Mygterimn Cosmographieum ， 1596) —•书的序言中，他说道： 
“我企图去证明上帝在创造宇宙并且调节宇宙的次序时，看到了从 
Pythagoras 和 Plato 时代起就为人们熟知的五种正多面体，他按 
照这些形体安排了天体的数目、它们的比例和它们运动间的关 
系.，， 

于是他假定六个行星的轨道半径是那样一些球的半径，这些 
球和五种正#面体按以下方式联系起来.最大的半径是土星的轨 
道半径.在 i 一半径的球里他假设有一个内接正立方体.在这个 
立方体里有一个内接球，这球的半径就是木星的轨道半径.在这 
个球里面他假设有一个内接正四面体,对它又有另一个内接球，它 
的半径是火星轨道半径，如此继续下去,经过五种正多面体.这样 
可以作出六个球，正好和当时知道的行星数目一样.但是由这个 
假说作出的推论却和观测不一致,他抛弃了这个想法，但在这以前 
他异常努力地以改进了的形式去运用它. 

虽然用这五种正多面体去探索自然界的秘密的企图没有成 
功，但是后来 Kepler 在寻找和谐的数学关系上有显著的成绩.他 
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的最有名最重要的成果今天以 Kepler 行星运动三定律著称.前 
两条定律公布在1609年出版的一本书里，这本书有个很长的名 
字，有时简称它为《新天文 Nova ), 有时叫《论火星 
的 运动》 拥 on Motions of Mars ). 

第一定律说每一个行星的轨道不是一些动圆联合的结果而是 
—个椭圆，太阳在它的一个焦点上(图 12.2). Kepler 的第二定律 
用图（图 12.3) 来说明最好慊.我们知道希腊人相信行星运动必 
须用均匀线速率来解释. Kepler 和 Copernicus 一样,一开始也坚 
定地相信匀速率的学说.但是他的观测迫使他又放弃这个珍爱的 
信念.当他能够用具有同样魅力的某些东西代替这信念时，他是 
非常髙兴的，因为他的关于自然界遵循数学规律的信念又得到了 
肯定.如果和災是一个行星在同样长的一段时间里所通 
过的距离，那么按照匀速率的原理，和 NN ' —定是相等的距 
离.而按照 Kepler 的第二定律， JOf ' 和—般地是不相等 
的，但是面积幻 IOT 和 SNN ' 是相等的.这样 Kepler 用等面积 
代替了等距离.探索行星的这一奥秘确实是一个很大的胜利，因 
为所说的这个关系并不象它画在纸上那样容易被人发现. 



图 12.2 图 12.3 


Kepler 作出了更为异常的努力来得到行星运动的第三个定 
律.这定律说，取地球公转的周期和它到太阳的平均距离作为时 
间和距离的单位 (4) ，那么一个行星公转的周期的平方等于它到太 
阳的平均距离的立方. Kepler 在《世界的和谐 》(TAe Harmwvy of 
the World , 1679) — 书中公布了这个结果. 

⑷虽然 Kepler 这样叙述，但正确的叙述应该是用半主轴代替平均距离 . 
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Kepler 的工作比 Copernicus 的工作要革命 得多； 他们在采用 
日心论上是同样的大胆，而 Kepler 采用椭圆(与采用圆运动相反） 
和非匀速运动则从根本上打破了权威和传统.他坚持这样的立 
场: 科学研究是独立于一切哲学和神学信条的;单单数学上的考虑 
就可以决定假说的正 确性； 假说以及从它作出的推理都必须通过 
实践来检验. 

Cop^Tiicns 和 Kepler 的工作在很多方面都值得注意，但我们 
只限于考虑它和数学史的关系，由于有很多严重的反对意见在反 
对这… 个归 心说，从他们的工作可见希腊人认为自然界的真理依 
赖于数学定律这一观点是多么有力地掌握了欧洲. 

有些很有份量的科学上的反对意见，其中有许多是 Ptolemy 
针对 Aristarchus 的意见提出来的.地球是一个重的天体，怎样能 
使这样一个重的天体开始运动并且保持运动？即使按照 Ptolemy 
的理论，另一些行星也是在运动着，但是希腊人和中世纪的思想家 
坚持认为这些行星是由某种特别轻的物质组成的.还有一些反对 
的意见.如果地球从西向东旋转，那么，为什么扔到空气中的物体 
不落到它原来的位置的西边呢?为什么地球在它旋转时不飞散？ 
Copernicus 对后一个问题的极为软弱的回答是球是一个自然的形 
状，因此就自然地运动着，所以地球不会破坏它自己.进 t 步又有 
人问，既然地球以每秒约3/10里的速度自旋，又以每秒约18里的 
速度绕太阳转动，为什么地球上的物体和空气本身却和地球在一 
起？如果象 Ptolemy 和 Copernicus 想象的那样，作自然运动的物 
体的速率正比于它的重量，那么地球将把较轻的物体留在它后面. 
Copernicas 回答说,空气具有“地球性”，所以它跟着地球转. 

天文学家又增加了一些科学异议.如果地球在运动，那么为 
什么“恒星”的方向不变?一个角的视差若是2\则到星球的距离至 
少需要四百万倍于地球 半径; 而这样一个距离在当时是不可想象 
的.没有觉察到星球的任何视差(这意味着这些星球甚至更远)， 
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Copernicus 声明“天空与地球相比是，无限的，好象是无穷大 
的…… . 宇宙的边界是不知道的也是不可知的.”后来他感到这个 
回答不妥当，就把这问题转给哲学家，从而回避了它.直至1838 
年数学家 Bessel 才测量了最近一个恒星的视差，发现它是 0.31". 

如果 Copernicus 和 Kepler 是“清醒的”人，他们就永远不会 
去否定他们的感觉.尽管地球在高速率地转动，但我们不能感觉 
到它的自转和公转.另一方面，我们确实看到太阳在运动. 

Copemkms 和 Kepler 都非常 虔诚; 但他们都否认基督教的 -f* 
条中心教义，就是上帝主要关心的是人，而人是宇宙的中心，宇宙 
万物都围绕着人转.相反，日心说把太阳放在宇宙的中心，这就威 
胁了这个慰藉人心的教义，因 为它使 得人成为可能有的一大群漂 
泊于寒冷天空的流浪者之他很不象是生来为了荣宗耀祖，死 
后去进天堂.更不象是上帝施恩的对象.这样，通过用太用替代 
地球, Copernicus 和 Kepler 就搬走了天主教神学的基石，并且危 
及其结构. Copernicus 指出宇宙比起地球来焉如此巨大，以至表 
谈论中心是毫无意义的.而这种议论就更加使他与宗教对立起来 
T, • 

反驳所有这些反对意见， Copemtous 和 Kepler 都只用了一个 
回答，但却是有份量的回答.的确，每个人的回答都作到了数学上 
的简洁，压倒一切地协调并且是优美的理论，如果承认数学关系 
是科学工作应有的目标，那么能够给出更好的数学处理这一事实 
就足以压倒一切反对意见.这一看法由于相信上帝设计了这个世 
界并且显然会采用优秀的理论而更有说服力了.他们都感到并且 
淸楚地说明了他们的工作给出了协调、对称和神圣作坊的设计， 
还有上帝存在的有力的证据. Copemious 抑制不住自己感激的心 
情说: “我们发现，在这有次序的安排之下,宇宙有一种奇异的对称 
性，天体运动和大小的协调有确定的芳參，而这是不可能从其他瑋 
径去获得的 Kepler 1619年的作品的题目是《世界的和谐》，他 
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对上帝的无尽的颂扬，对上帝数学设计的宏伟所表现的钦佩证明 
了他的信仰. 

一开始只有数学家支持日心论是不奇怪的.只有数学家，而 
且只有相信宇宙是按照数学方式设计的数学家，才会有足眵坚强 
的信心摆脱那些流行的哲学上、宗教上和物理上的信念.直到 
Galileo 把他的望远镜对准着天空，天文学的物证才支持了数学的 
理论.十七世纪初 Galileo 的观测看到在木星周围有四个卫星，证 
明了行星可以有卫星.由此得出，地球也不能因为它有一个月球 
而就不是行星. Galileo 还看到月球有一个粗糙的表面，象地球一 
样有高山和深谷.所以地球也就是一个天体，未必是宇宙的中心 . 

最后日心论得到了承认，因为它计算访单，因为它的优越的数 
学，还因为观测结果支持着它.这表明运动科学应该在地球自转 
又公转的见解下改写.简单说来，需要一个新的力学. 

关于光和光学的研究从中世纪时期起一直没有中断.十六世 
纪天文学家对这个课题更有兴趣了，因为空气对光线产生折射效 
应，所以当光线从行星或恒星射来的时候会改变方向，这就给这些 
星球的位置以一种假象.十六世纪末，发明了望远镜和显微镜. 
这些仪器在科学上的用途是明 显的; 它们打开了新的世界，在光学 
方面已经很广泛的兴趣被激发得更髙了.在十七世纪，几乎所有 
的数学家都研究过光学和透镜. 


e . 文艺复兴时期评注 

文艺复兴时期在数学方面没有出现任何杰出的新成就.数学 
领域的微小进展不能同文学、绘画、建筑、科学各领域所取得的进 
展相比.文学、绘画、建筑领域中创造出很多杰作，它们至今仍是 
我们文明的一部分.在科学方面，日心说使最好的希腊天文学说 
暗然失色，使阿拉伯或中世纪的贡献相形见绌.对于数学来说，这 
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—时期主要是一个吸收希腊成果的时期，它与其说是古代文化的 
新生，倒不如说是它的再现. 

对于数学的茁壮成长同样重要 的是： 它又象亚历山大里亚时 
代那样建立起它和科学、技术的密切联系.在科学方面,认识到数 
学定律归根到底是终极的 目标; 在技术方面，认识到以数学式子来 
表达研究结果是知识的最完善、最有用的形式，是设计和施工的最 
有把握的向导.这样的估价保证了数学成为现代的一个主要力 
量，还保证了数学的新发展. 
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十六、十七世纪的算术和代数 


代数是搐清楚世界上数量关系的智力工具. 


Whitehead 


1.引 言 

新的欧洲数学的第一个重大进展是在算术和代数方面.印度 
和阿拉伯人的工作把实用的算术计算放在数学的首位，并把代数 
建立在算术的而不是几何的基础上.他们的工作又吸引人们去注 
意解方程的间题. 

在十六世纪前半叶，欧洲人对待算术和代数的态度与精神，几 
乎还是同阿拉伯人一模一样，只是增加了他们从阿拉伯人著作里 
学来的数学门类.到这个世纪的中叶，欧洲文明的实际生活和科 
学工作的需要，促使他们把算术和代数推向前进.前已指出，科学 
成果在工程技术上的应用以及实践上的需要，要求人们得出数量 
上的结果.例如，远涉重洋的地理探险需要人们有更准确的天文 
知识.同时，把愈来愈精确的观察同新天文学说联系起来的兴趣， 
要求编制出更好的天文数表，而这又需要有更楮确的三角函数表. 
事实上，十六世纪对>于代数的兴趣，多数是在制作三角函数表时为 
解方程和处理恒等^的需要而引起的.日益发展的银行业务和商 
务活动要求有一个更好的算术.许多人的著作都反映了这些需 
要，其中包括 Pacioli , Tartaglia ， 和 Stevin 的作品 . Pacioli 的 
«总论 》， Tarfcaglia 的《数量概论》 {General trattato de , numerie 
misare , 1556) 中都含有大量商业中的算术问题.最后，工匠的技 
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术工作，特别是建筑、制造大炮和抛射体运动方面的工作，要求有 
定量的思维.除了这些应用之外，对代数还有一种完全新颖的应 
用——表示曲线——引起了大量的研究工作.在这些需要的压力 
下，代数的进展加速了. 

我们分四个题目来考察这些新的 发展： 算术，符号体系，方程 
论和数论. 


2. 数系 和算术 的状况 

到1500年左右，零已被人接受作为一个数，无理数也用得更 
随便了. Pacioli , 日耳曼数学家 M . Stifel (1486? 〜1567)，军事工 
程师 S . Stevin (1548 〜 1620) 和 Cardan 都按照印度人和阿拉伯 
人的传统使用无 理数，并 引入了种类越来越多的无理数.例如， 
Stifel 使用了 这种形式的无理数. Cardan 曾把含立方 

根的分数有理化.使用无理数的广泛程度，以 Vieta 那个表示 
的式子为例就可以看出来. Vieta 考察单位圆的内接正4,8,16，… 
等等边形，求出 a 值的 式子： 

uv' 2 4 o 

*= W I.' 

虽然人们对于用无理数进行计算是很随便的，但对于无理数 
是否确实是数却仍不 放心. Stifel 在他的重要著作《整数算术》 
( Arithmetice * 1"71吻_,1544)这一部论述算术、 Euclid 《原 本》第十 
篇中的无理数以及代数的书中，讨论了用十进制小数的记号表达 
无理数的问题.他一方 面说： 


Cl) sr 这个记号是 William Jwies(1706) 第 一 ^采 用的， 
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在证明几何图形的问题中，由于当有理数不行而代之以 
无理数时，就能完全证出有理数所不能证明的结果，…… 
因此我们感到不能不承认它们确实是数，迫使我们承认 
的是甴于使用它们而得出的结果——那是我们认为其 
实、可靠而且恒定的结果.但从另一方面讲，别的考虑却 
迫使我们不承认无理数是什么数.例如，当我们想把它 
们数出来[用十进制小数表示]时，……就发现它们无止 
境地往远跑，因而没有一个无理数实质上是能被我们准 
确掌握住的…… . 而本身缺乏准确性的东西就不能称其 
为真正的数…… . 所以，正如无穷大的数并非数一样，无 
理数也不是一个真正的数，而是隐藏在一种无穷迷雾后 
面的东西. 

他接着论证说实数不外乎整数或 分数； 无理数显然既非整数 
又非分数，因而不是实数.一个世纪之后， Pascal 和 Barrow 还说， 
象这样的数只能作为几何上的量来 理解； 无理数仅仅是记号， 
它们脱离连续的几何量便不能存在，而对无理数进行运算，要以 
Eudoxus 关于量的理论来作逻辑依据. Newton 在他的《普遍的算 
：^»(Arithmetica Urviversalis , 1707年出版，但系根据其30年以前 
讲课内容所写)中也持这一观点. 

其他一些人则肯定说无理数是独立存在的东西. Stevin 承认 
无理数是数，并用有理数来不断逼近它们； J . Wallis 在《代数》 
1686) 中也承认无理数是地地道道的数.他认为 Euclid 
«原本》的第五篇在本质上主要是算术性的. Descartes 也在《指导 
思想的 法则》 (及山 s/or Direction of the Afind ， 约 1628 年）中 

承认无理数是能够代表连续量的抽象的数. 

负数虽然通过阿拉伯人的著作传到欧洲，但十六世纪和十七 
世纪的大多数数学家并不承认它们是数,或者即使承认了，也并不 
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认为它们是方程的根.十五世纪的 Nicolas Ohaquet (1446? ~ 
1500?) 和十六世纪的 Stifel (1653) 都把负数说成是荒谬的数. 
Cardan 把负数作为方程的根，但认为它们是不可能的解，仅仅是 
—些 记号； 他把负根称作是虚有的，而正根才算是实的根 . Vieta 
完全不要负数. Descartes 只是部分地接受了 负数. 他把方程的 
负根称作假根，因为它们代表比无还少的数.但他指出（见第5 
节)，对于一个给定的方程，可以得出另一个方程，使它的根比原方 
程的根大任何一个数量.这样，有负根的一个方程可以化成有正 
根的方程.既然我们可以把假根化成真根，所以 Itesoartes 愿意接 
受负数. Pascal 则认为从0减去4纯猝是胡说. 

Pascal 的一位密友，神学家兼数学家 Antoine Amanld 
(1612 〜 1694) 提出一种有趣的说法来反对无理数. Amauld 怀疑 
.因为(他说 ）一1 小于+1;那么较小数与较大数的 
比，怎么能等于较大数与较小数之比呢？许多人都讨论了这个问 
题. 1712年， Leilmiz 承认 (2) 这个反对意见合理，但申辩说可以用 
这种比例来进行计算，因为它们的形式是正确的，正如我们能够用 
虚量来进行计算一样. 

最早接受无理数的代数学者之一是 Thomas Harriot (1660 〜 
1621)，他偶而把负数单独写在方程的一边.但他并不接受负根. 
Raphael Bombelli (十六世纪)给出了负数的明确定义. Stevin 在 
方程里用了正的和负的系数，并接受负根 • A . Girard (1596~ 
1632) 在他的 《代 数中的新发明 nouvelle en Valgebre , 
1629) 中把负数与正数等量齐观，并且甚至在二次方程的两根都是 
负数时也给出两个根 . G 年 ard 和 Harriot 都用减号表示减法运算 
和负数. 

总的说来,在十六世纪和十七世纪，并没有很多数学家对于使 
用负数心安理得或者承认它是数，更谈不上承认它们可以作为方 

(2) Acta Erud., 1712, 167~169=IIotA. Schriften, 5, 337 〜 389 ， 
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程的真实的根.当时人对负数有一种古怪的信念.例如 Wallis 
虽比他那个时代的人先进并且承认负数，但他认为负数大于无 
穷大而并非小于零，他在所著《无穷大的算术》 (AHthwetica 
Infirdtorum, 1655) 中论证说：由于比 a /0 在 a 为正数时是无穷 
大，故当分母变成负数时，例如当中的6是负数时，这个比必 
定大于无穷大. 

欧洲人在还没有完全克服无理数和负数带来的困难时，又晕 
头晕脑地陷入我们如今称之为复数的问题.他们在用配方法解二 
次方程时碰到要把求平方根的算术运算推广到任何样的数上，得 
出了这些新的数.例如， Cardan 在所著《重要的艺术》(1545)的第 
37章中列出并解出把10分成两部分，使其乘积为40的问题.方 
程是<10— 》) =40. 他求得根为 5 +V 二和 5 —V 二 IS , 然后 
说,“不管会受到多大的良心责备，”把5+ VI 和5 — 相 

乘;得乘积为25-(—15)或即 40. 于是他说，“算术就是这样神妙 
地搞下去的，它的目标，正如常言所说，是又精致又不中用的.”我 
们不久会看到， Cardan 在解三次方程时(第4节)，还要进一步同 
复数打交道. Bombelli 在解三次方程时也考虑了复数，并且几乎 
象现代形式那样规定了复数的四种运算；但他仍认为复数“无用” 
而且“玄 ”. Albert Girard 则承认复数至少可作为方程的形式解. 
他在所著《代数中的新发明》 中说: “有人可以说这些不可能的解 

[复根 ] 有什么用？我 回答： 它有三方面用处-是因为能肯定 

一般法则，二是因为它们有用，并且因为除此之外没有别的解.”但 
Girard 的先进观点并无多大影响. 

Descartes 也摒弃复根，并造出“虚数”这个名称.他在《几何》 
(La G6(m6trie) 中说， “真的和假的[负的]根都并不总是实 在的； 
它们有时是虚的他的论 点是： 负根至少可以在它们所出现的方 
程变换为只有正根的方程后弄成“实”的，但这对复根却办不到. 
所以这些根不是实的而是 虚的； 它们并不是数. Descaxtes 确实在 
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区分方程的实根和虚根这一点上比他的前辈搞得清楚. 

甚至 Newton 也并不认为复数裉是有意义的，这很可能是由 
于它们缺乏物理意义.事实上，他在《普遍的算术—书中 说过： 
“正是方程的根常应出现为不可能的情况[复根]，才不致使不可能 
解的问题显得象是可以解的样子也就是说，在物理上和几何上 
没有实解的那些问题，应该具有复数根. 

对复数没有清楚认识的这种情况，反映在常被人引述的 
Leibniz 的一段 话中: “圣灵在分析的奇观中找到了超凡的显示，这 
就是那个理想世界的端兆，那个介于存在与不存在之间的两栖物， 
那个我们称之为虚的 _1 的平方根 . ” (4, Leibniz 虽在形式运算中 
使用复数,但并不理解复数的性质. 

在十六与十七世纪中，实数的运算步骤有了改进和推广.在 
比利时(当时荷兰的一部分)，我们看到有 Stevin 在他的《十进制 
算术]585)中提倡用十进制小数来书写分数并对它们 
进行运算，而反对用六十进制.别的人，如 Christoff Rudolff (约 
1600 〜约 1545年)， Vieta 和阿拉伯人 al-Kashi (卒于1436年左 
右)则早就采用了十进制. Stevin 提倡用十进制的度 量衡; 他很关 
心节省簿记人员的时间和劳力（他自己就是当小咫员出身的）.他 
把 5.912 写为5⑥90)1(1)2(1)，或写为5, 9' V '2"'. Vieta 改进并推 
广了求平方根和立方根的方法. 

这段时期的另一 f 进展是在算术里使用连分数.我们可能记 
得印度人——特别是 Aryabhata ——曾用连分数解一次不定方 
程. Bombelli 在他的《代数 》 咏6作， 1572) 里第一个用连分数 
来逼近平方根.为求的近似值，他写出 

( 1 ) + —. 

、 y 


(3) 第二版 ,1728, p. 193. 

(4) Ada Erud., 1702=Matt. Schriftsn, 5, 350 〜 361. 
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由此得 

(2) 双 = l+v/^. 

在 (1) 两边加上1并利用 (2), 得 
⑶ y = 2+—. 

y 

于是由 （1) 及 (3), 得 


= 1 +- 


2 +- 


由于2/已给出如(3)，故 


= !+■ 


2 +- 


2 + i 

y 

不断把2/值的式子代入, Bombelli 求得 
1 




2 +- 


2 +- 


…. 


右边也可写成 


V2 =1 + 


2 + 2 + 2 + 


这是个简单的连分数，因为里面的分子都是1;它又是循环的，因 
分母都重复. Bombelli 又给出获得连分数的其他例子.但他并不 
考虑这展式是否会收敛于它所打算表示的那个数. 

英国数学家 John Wallis 在他的《无穷大的算术》(1655)中把 

| •表为无穷棘 mm : 在该书中他又说 Wilham 
Brouncker 勋爵 （1620 〜 1684) ——皇家学会的第一任会长——曾 


把这乘积化为连分数 

4 . , 1 9 25 49 

n 2+ 2+ 2+ 2+ * 



2. 数系和箅术的状况 


Brcumcker 没有对这种形式作进一步的应用.但 Wallis 进行了这 
项工作.他在所著《数学著作集 I »( Operct 施咖用 0 你浪, I ， 1695) 
中引入了“连分数”这一名称，给出了计算连分数的收敛子的一般 
法则.这就是，若外/和是连分数 

&1 b 2 bn … 

Gl+ + ^3 + 

的第《个收敛子，则 

'Pn _ T'n—l ^ttPn—7 
Qn a n 孕 n _i + 2 

关于 2 VV „ 是否收敛于连分数所表示的那个数，当时还没有得到 
明确的结果. 

十六世纪和十七世纪算术的最大改进是对數的发明 . Stifel 
已经认识到对数的基本思想.他在《整数的算术>里指出几何数列 
1, r , r 2 , r \ •- 

的各项与其指数所形成的算术数列 

0, 1, 2, 3,… 

的各项互相对应.几何数列中两项相乘得出的项，它的指数等 : 于 
算术数列中相应两项之和.几何级数中两项相除得出的项，其指 
数等于算术级数中相应两项之差.这一事实也由 Chuquet 在《澉 
的科学三 部曲 》 （is Triparty en la science des nombres , 1484) 指 
出过. Stifel 还把两个数列间的这种联系推广到负指数和分数指 
数的情形.例如， r 2 被 r 3 除得 r - 1 ， 它相应于扩充了的算术数列中 
的 - 1那一项.但 Stifel 并没有利用两数列间的这一联系来引入 
对数. 

苏格兰人 John Napier (1550 〜 16 H ) 在1594左右搞出对数的 
时候就受了几何数列的项和算术数列的相应项之间这种对应关系 
的启发. Napier 关心的是简化为解决天文问题的球面三角的计算 
工作.事实上，他曾把研究的初步结果送交 Tycho Brahe 征求他 
的赞许. 
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Napier 在他的《论述对数的 奇迹 》 (Mirifici Logarithmorum 
Canonis DescHptio , 1614) 以及他死后出版的遗 作 《 作出对数的奇 
迹 》 {Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio , 1619) 中解释 
了他的想法.因为他搞的是球面三角，所以处理的是正弦的对数. 
他按照 Regiomontanus 的办法，将圆的半径分成]0 7 单位，以圆孤 
的半弦为正弦，以10 7 作为最大的数开始计算.他让10 7 到0的 
正弦值表示在直线2么(图 13.1) 上，并设 J 朝着么 运动，其速度 
正比于到 Z 点的距离. 



图 13.1 


严格地说，动点的速度应随着它离开2点的距离连续变化，并 
且需要用微积分才能真正表达.但若我们考察某一小段时间《，并 
设 AS , BC , CD , …各段长度都是在这段时间里通过的，同时假设 
在 f 这段时间里速度不变并取动点在这段时间开始时的速度，那 
么5名，0么，…这些长度就形成几何数列.因若考虑 W ， 并 
设 A 是动点速度与它到 Z 之间距离的比例常数.现因 
DZ ^ CZ - CD . 

又因动点在 C 处的速度是于是距离 C ? Z )= KC ^) f •所 
以 

DZ ^ GZ - k ( OZ ) t ^ CZ ( l - kt ). 

这样，序列4么，丑名，…中的任一个长度是其前一个长度的 
1- 於倍. 

其次， Napier 假定有另一点与乂同时开始在直线 H 
(图13.1，其右方无限伸长)上以恒速运动，使得当第一点到达氧 
C , D , …之时 ，第二点分别到达 Z /， ….距离體， AV \ 
A ' D ', .. •显然形成算术数列. Napier 分别把丄坭 A ' C \ A ' D ',- 
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这些距离取作 5 Z ， CZ ， …的对数.他取或即10 7 的对 
数为 0. 这样，当数(正弦值)按几何数列递减时，对数按算术数 

列递增.这 M 记为 1 — 幻的量在 Napier 的原著里是 1— j . 但 

他在进行计算对数之际改变了这个比值. 

我们看到，若取的 （ 愈小，则从到 J 3 Z 到等等的正弦 
值的减小量就愈小.这样，对数表里的数就愈靠近. 

Napier 取距离 A ' B ', A ' C , …为1，2, 3, …， 但那样做并非 

必需.它们也可以取作 I ，1, l |, 2,…而方案仍一样行得通. 

此外，原来那些数的意义同任何量一样，而与它们是否为正弦值不 
相干;所以 Napier 的方案实际给出了一般数的对数. Napier 本人 
则是用对数来作球面三角的计算的. 

“对数” ( logarithm ) 这个术语是 Napier 创造的，意即“比的 
数”.“比”是指数列必，那， CZ ， …的公比.他还把对数称为人 
造的数. 

当时有一位数学和天文学教授 Henry Briggs (1661 〜 1631) 
在1615年向 Napier 建议取10作为底数，使一个数的对数就等于 
该数的那个10的乘幂中的幂指数.这就跟 Napier 的方案不同，事 
先取定了一个底数. Brig 期在计算他的对数时是逐次取10的平 
方根，即 v / I 5, 一直取了 54次这样的乎方根，得出一个 

略大于1的数义时为止.就是说，他得出一个数 4=10 [ G )M] . 
然后他取1呢《^ = 0^ 54 • 利用两数乘积的对数等于它们的对数 

之和这一事实， Briggs 为靠得很近的数算出了一张对数表.现今 
常用的普通对数表就是从 Briggs 对数表演变而来的. 

Joost Bfirgi (1662 〜 1632) 是瑞士的一个钟表和仪器匠人，是 
Kepler 在布拉格 ( Prague ) 的一名助手，他也曾有志于简化天文计 
箅； 他在1600年左右未悉 Napier 的工作而独立发明了对数，但他 
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的著作《进数表》 (Progress Tabvlm ) 直到1620年才发表 . Burgi 
也受到了 Stifel 所指出的事实（几何数列中两项的乘除法可用指 
数的加减法来完成)的启发而发明对数的.他的算术工作也同 
Napier 的类似. 

Napier 思想的各种推衍逐步有人引入.许许多多不同的对数 
表也用代数方法算了出来.其后有 James Gregory , Brounck 勋 
爵 ， Nicholas Mercator (原名 Kaufman , 1620〜1687 )， "Wallis 和 
Kdmond Halley 用无穷级数计算对数(参阅第 20 章第2节). 

虽然普通的做法是象 Briggs 那样，取固定的底数，以它的乘幂 
来代表数，并定义幂指数为该数的.对数，但在十七世纪初期，人们 
并不把对数定义为幂指数，因那时还没有用分数指数和无 理改指 
数.到十七世纪末有些人认识到对数可以这样来定义，但直到 
1742年 William Jones (1675 〜 1749) 在给 William Gardiner 的 
«对数表 》 (％We of Logarithms) 写的序言中才第一次用这种方法 
作了系统的叙述. Euler 早就把对数定义为指数，并于]728年在 
其—篇未发表的手稿《遗作 HQwa Posthuma II , 800〜 804) 中引 
入了 e 作为自然对数的底. 

算术上的第二项进展(它的进一步的实现在近代产生深远的 
影响）是加速算术运算的机械装置和机器的发明 .Edpmnd Gunter 
(1681 〜 1626) 利用 Napier 的对数研制出计算滑尺. WiUi^m 
OugMred (1574 〜 1660) 制造出圆盘计 算尺. 

1642年, Pascal 发明了能自动从个位进到十位,从十位进到百 
位等等的加法计算机. I ^ ibniz 在巴黎看到这机器后发明了能作 
乘法的计算机.他在1677年把他的想法告诉了伦敦的皇家 学会； 
1710年柏林科学院发表了这种想法的书面说明.十七世纪末期， 
Sanmel Mor 】 and (1625 〜 1695) 又独立地发明了一架能作加减法的 
机器和另一架能作乘法的机器. •> 

我们不打算细述计算机发展的历史，因为至少在1940年以 
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前,它们仅是些能作算术运箅的简单机械装置,而且对数学进展并 
无影响.但我们要指出，在上述这种机器和现代电子计算机之间 
最重大的一步工作是由 Charles Babbage(1792 〜 1871) 作出的，他 
发明了一架原拟用于天文与航海计算方面的机器.他设计的“分 
析机”是打算先把一些指令输入机器后,让机器完成整个一系列的 
算术运算.这种运算是在蒸汽动力作用下自动进行的.他在英国 
政府支持下造出了演示模型.可惜这种机器的制造，远远超出了 
他那个时代工程技术的能力. 


3 .符号体系 

代数上的进步是引用了较好的符号体系，这对它本身和分析 
的发展比十六世纪技术上的进展远为重要.事实上，采取了这一 
步，才使代数有可能成为一门科学.在十六世纪以前，自觉运用 
一套符号以使代数的思路和书写更加紧凑更加有效的人只有 
Diophantus . 记号上的所有其他变动基本上是标准文字的缩写， 
而且颇为随便.在文艺复兴时代，代数的普通书写方式仍是文章 
式的，就是说用些特殊的字眼、缩写，当然还有数字符号. 

十六世纪中引进符号体系的压力无疑来自迅速发展的科学对 
数学家提出的宴求，正如计算方法的改进反映了这种技术的日益 
增多的应用.不过改进是断续进行的.许多改变是偶然作出的； 
而且很清楚，十六世纪的人们肯定没有体会到符号体系能对代数 
起多大作用.甚至在引进符号体系方面迈出了决定性的前进步伐. 
以后，数学家也并不立即采纳. 

从十五世纪起，最早的缩写也许就是用 P 代表 plus (加)，用 
m 表 minus (减） . 但在文艺复兴时代，特别是在十六和十七世纪 
中，已引用了一些特殊的符号.+和一这两个符号是十五世纪德 
国人引入的，用来表示箱子重 M 的超亏，后被数学家所 袭用；这些" 
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记号出现在1481年以后的手稿中.以符号 x 代表“乘”是 Oughtred 
首 创的; 但 Leibniz 合理地加以反对，因它易于同 * 相混. 

=号是1557年剑桥的 Boberi Recorde (1510 〜 1558) 引入的， 
他写了第一篇英文的代数论文《砺智石 Whetstom of Witte , 
1557). 他说他所知道的最相象的两件东西是两根平行线，所以这 
两根线应该用来表示相等. Vieta 起初书写 “ aequahs ”， 以后用〜表 
示相等. Descartes 用 oc 表示相等. >和<这两个符号是 Thomas 
Harriot 首创的.括号是1544年出现的.方括号和花括号是大约 
从1593年起由 Vieta 引入的.平方根号是 Descartes 采用 的； 
但他把立方根号写为 

我们不妨提出以下几点，作为当时一些书写方式的例子. 
Cardan 用 E 表示平方根，用 p 表示加，用 m 表示减，他把今日的 
(5- f - v /：= l 5)*(5- V I : 16)=25-(-15)=40 

写成 

5 p : Rm :15 
5 m : Km : 15 
25 m : m :15 qd . est 40. 

他又把 

V 7+ VI 4 写成 V . 7. p : E 14. 

这里 V 表示其后一切都在根号之下. 

用符号表示未知量及未知量的乘幂这件事之出现缓慢是颇为 
惊人的，因为这种记法既简单而且在实用上又非常有价值.（当 
然， Diophantus 已采用了这种符号 .） 十六世纪早期的作者如 
Paoioli 把未知量称作拉丁文“根”)或 res (拉丁文“东西”)， 
COM (意大利文“东西”)和 ccrn (德文“东西”)，因此，在当时代数是 
以 (< c 0 S 9 k , r 术(意即求根术 ■ —译者）之名出现的. Cardan 在他 
的《重要的艺术》中把未知量称作 rem igmtam (不知道的东西). 
他把 rc 2 —4 c +32 写作 qdratu aeqtur 4 rebus p :32 (6> . 他把常数 
(5) Rem 和 rebus 是 re3 —字的文法变形. 
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项 32 称作 immero. 名称与记法因人而大有 差异； 许多符号是从 
缩写变来的.例如，字母丑曾作为未知量的符号之一，因它是 res 
的缩写.二次幂记为 Z (来自 zensus), 称作 quadratum 或 censo. 
C 取自 oubus, 用来表示 

以后逐渐有人用指数来表示*的乘幂.我们可能记得，指数 
附在数字上的记法是 Oresme 在十四世纪时就采用了的. 1484 年 
Chuquet 在《三部曲》里用 12 8 ,10= 和 120 8 表示 12a; 8 , lOar 5 和 120#. 
他又用 1# 表 120 ， 用 7 1 "* 表 7 x -\ 这样， S 3 , 7 1 "* equals (等于） 
66 2 就表示 

Bombelli 在他的《代数》—书中使用了 tanto 这个字而没有 
使用 cosa. 他把$，#和： c 3 写成 山，必 ，和 办 . 例如， 1 +Sx 
+6P+# 就成了 lp. 3^ 6 A 外 1' 1585 年， Stevin 把这个 

式子写成 l®+3®+6®+®. Stevin 还用分数指数@表示平方根， 
@表示立方根等等. Claude Bachet de Meziriao (1581 〜 1638) 

则 5 式 ^® 3 +13 d +5®+2 写成 1 C +13 Q +5 N +2. Vieta 也用同 
样的记法来写数字系数的方程. 

Descartes 曾颇为有系统地采用正整数指数.他把 
l+3a:+6-x 2 +® 3 写成 l+ac+eaxc+a? 1 *. 

他和别的人偶尔也用#这种写法.对较髙的乘幂，他用#，/，… 
来记，但不用 Newton 使用了正指数、负指数、整数指数和分数 
指数，如和当 Gauss 在1801年采用#代替 咖后， V 就 
变成了标准写法. 

代数性质上最重大的变革是由 F. Vieta 在符号体系方面引入 
的.他受的专业训练是律师，曾以这一身份在布列塔尼 (Brittany) 
议会里工 作过； 以后当那瓦尔的 Henry 亲王的枢密顾问官.当他 
由于政治上处于反对派地位于 1584 至 1589 年间在野时，就献身 
研究数学.总的说来，他把数学当作一种业余爱好,并自己出资印 
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刷和发行他的著作，正如一个作家所说，这办法是使人不致默默无 
名的一种保证. 

Vieta 在精神上和意图上是个人文主 义者; 他希望自己成为古 
代数学的保存者、发掘者和继承者.他认为创新就是复古翻新. 
他把他所著的《分析术 引论 》 （Iw Artem Amlytkavi Isagoge, 
1591)< w 说成是“一部复古的数学分析著作”.他在这书中引述了 
Pappus 所著《数学汇编》 {Mathematical CoUeciion) 的第七篇和 
Diophantus 的《算术\他相信 f 人是用过一般的代数形式来计算 
的，而他在他的代数里重新引用,所以这只不过是复活了古人所已 
知道和赞许的一种技巧吧了. 

Vieta 在他政治生涯的间歇期间研读了 Cardan, Tartaglia, 
Bombelli, Stevin 和 Diophantus 的著作.他从这些名家特别是从 
Diophantus 那里，获得了使用字母的想法.以前虽然也有一些人， 
包括 Euolid 和 Aristotle 在内，曾用字母来代替特定的数，但他们 
这种用法不是经常的，是随着兴之所至偁尔用之的. Vieta 是第一 
个有意识地、系统地使用字母的人，他不仅用字母表示未知量和未 
知量的乘幂，而且用来表示一般的系数.通常他用辅音字母表 
示已知量，用元音字母表示未知量.他把他的符号性代数称作 
logistica spec.iosa (类的筹算术）以别于 logistica nuraerosa (数的筹 
算术). Vieta 充分体会到他在研讨一般二次方程 a ^+ bx + c =0 
(用我们今天的记法)时，所处理的是整个一类的表达式. Vieta 在 
他的《引论》中提出 logistica numerosa 和 logistiea speoiosa 之间的 
区别时，就规定了算术和代数的分界.他说代数，即所谓 logistica 
speoiosa, 是施 g 于事物的类或形式的运算方法.算术，即所谓 
logistica numerosa , 是同数打交道的.这样，代数就一下子成为研 
究一般类型的形式和方程的学问，因为对一般情形的研究包括了 
无穷多的 特殊情 形.但 Vieta 只在正数的情形才用文字系数. 

(6) 英泽名 Introduction to the Analytic Art, 1591=Opera, 1 〜 12. 
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Vieta 想把古代希腊著作中隐藏在几何形式下的代数恒等式 
建立起来， 而这些 关系在他心目中则认为是在 Diophaatus 的著作 
中可以明显看出来的.事实上如我们在第六章中所指出的， 
Diophantus 曾用他所未曾明确指出的前人的恒等^作过许多代 
数变换. Vieta 在他所著《分析五篇 》 {Zefeticorwm Libri Qwm - 
f ⑽) 中打算把这些恒等式重新找出来.他把一个一般二次式配 
成平方并表达出象 

a 3 +3o*6+3«6*+J a = («+&)« 

这样的一般恒等式，不过他的写法是 

a oubus +6 in a quadr . 34 -a in b quad . 3 +b oubo 
aequalia a + b oubo . 

我们可能以为继 Vieta 之后的数学家会立刻想到采用一般系数. 
但根据我们今日的推断，用字母表示各类数的办法被人认为是符 
号体系发展史上的一件小事.用文字系数的想法几乎是不知不觉 
地进入数学的.不过 Vieta 关于符号体系的想法受到后人的赞赏， 
并被 Harriot , Girard 和 Oughtred 弄得更加灵活. 

对 Vieta 的使用字母作了改进的是 Descartes . 他用字母表中 
前面的字母表示已知量，用末后的一些字母表示未知量，成为现今 
的习惯用法.不过 Descartes 也象 Vieta 那样只在正数的情形下 
用字母表示，虽然他毫不迟疑地进行了文字系数项的相减.一直 
到 John Hudde (1633 〜 1704) 在1657年用字母来表示正数和负数 
之后，大家才都这样做. Newton 是放手这样做的. 

Leibniz 的名字在符号史上是必须提到的，虽然他在代数上采 
取这重大步骤的时间较晚.他对各种记法进行了长期的研究，试 
用过—些符号，征求过同时代人的意见,然后选取他 0 认为最好的符 
号.以后在概述微积分发展史时，我们将碰到他所创立的一些符 
号.他肯定认识 到好的符号有可能大大节省思维劳动. 

^7)《Five Books of Analysis, 1593*= Opera, 41^81. 
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所以到十七世纪末，数学里已特意(而不是偶然或碰巧地>使 
用符号并认识到它所能賦予的功效和一般性.只可惜那些并不认 
识符号重要性的人漫不经心而随意引入的符号太多而至今却 
都已通用.数学史家 Florian Cajori 在指出这一事实时曾慨叹说： 
“我们今日所用的符号,是许多早已摒弃的符号系统中个别残留记 
号的杂拾， 


4. 三次与四次方程的解法 

用配方法解二次方程是从巴比伦时代就已经知道的，从那时 
起直到1500年，这方面的唯一进展是印度人作出的，他们把 
#+3 a +2«=0 与刼一2=0那样的二次方程作为同一类型来 
处理，而他们的前人乃至文艺复兴时期的绝大多数后继者却宁 
愿把后一个方程作为 daSaj + S 的形式来处理.如前所指出的， 
Cardan 确曾解出一个有复数根的二次方程,但他认为这些解是无 
用的而未加 考虑. 至于三次方程，则除了个别情形之外数学家还 
对之束手 无策; 直到1494年那么晚近的年月， Paoioli 还宣称一般 
的三次方程是不可能解的. 

1500年左右，波仑亚 ( Bologna ) 的数学教授 Scipionedal Ferro 
(1465 〜 1526) 解出了 类型的三次方程.但他没有发表 

他的解法，因在十六和十七世纪时，人们常把所得的发现保密，而 
向对手们提出挑战，要他们解出同样的问题.但在1510年左右， 
他确曾把他的方法秘传给 Antonio Maria Fior (十六世纪前半叶） 
和他的女婿兼炉承人 Annibale della Nave (1500? 〜 1668). 

直到布里西亚 ( Brescia ) 的 Niecolo Fon - tana (1499? 〜 1557) 出 
场之前，情况没有什么 变化. 这人在孩提时被一个法国兵用马刀 
砍伤脸部而引起 口吃； 因此大家称他为 Tar , aglia , 意即‘口吃者 
他出身贫寒》自己学会拉丁文、希腊文和数学.他靠着在意大利各 
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城市讲授科学谋生.1535年， Pior 向 Tartaglia 挑战，要他解三 
十个三次方程. Tartaglia 说他早已解出了 a ; 3 +7 na ; 2 = 7 i(m 与 w 是 
正数)类型的三次方程，这次解出了所有三十个方程，其中包括 
* 3 + 7710： = »1类型的方程. 

在 Caidan 的恳切要求之下，并发誓对此保守秘密， Tartaglia 
才把他的方法写成一首语句晦涩的诗告诉给 Cardan . 这是1539 
年的事.1542年 Caidan 祐他的学生 Lodovioo Ferrari (1522 〜 1565) 
在 della Nave 访问他们的时候，肯定认为 dal Ferro 的方法同 
Tartaglia 的方法是梧 Cardan 不顾他 的賓言 Tlfi 他对这个方 
法的叙述发表在他的《重要的艺术》里.他在第十一章里说：“波仑 
亚的 Scipio Ferro 差不多在三十年以前就发现了这个法则；并把 
它传给威尼斯' (V eDice TB^ Antonio Maria Fior , Fior 在他与布里 
西亚的 N . Tartaglia 竞赛的时候使 TartagHa 有机会发现这一法 
则. Tartaglia 在我的恳求下把这方法告诉了我，但保留 T 证明. 
我在获得这种帮助的情况下找出了它的各种形式的 证明. 这是很 
难做的.我把它叙述如下 

Tartaglia 抗议 Cardan 背信弃义.并在《各种问题与发明》 
(Quesiti ed invemioni divene , 1546) 中发 考了他 自己的方法.但 
是无论在这本书中还是在他的《数量概论》 (1656)( 这是阐释那个 
时代的算术知识和几何知识的一本好书)中，他都没有给出关于三 
次方程本身的更多材料.关于谁先解出三次方程的争议使 Tartag . 
lia 与 Ferrari 发生公开冲突，最后以双方肆意漫骂而告终，但 
Cardan 并未参与其中. Tartag]ia 自己也不是无可非议的；他出 
版了 Arohimedes 的一些著作的译本，实则是抄自 William of 
Moerbecke (卒于1281 f 左右)的，并且他自称发现了物体沿斜面 
运动的规律，但实际上 i 是 Jordanus Nemorarius 创 立的. 

在 Cardan 所发表的方法中，他先以 = 为例.但为 
说明这个方法的一般性，我们来考察 
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(4) x 9 + mx = n , 

其中饥与 n 是正数 . Cardan 引入*与《两个量，并令 

(5) t — u ^ n , 

以及 

⑹ （鉍 )=( 詈) *• 

然后他断言 

⑺ %篇 一 s/~U 9 

他利用 (5) 及 (6) 进行消元并解所得的二次方程，得出 

⑼ f "V(f) 1+ (f) 3+ f^ tt= V(f) 3+ (f/ _ ¥* 

这里我们也象 Cardan 那样取正根.求出了 *和《后， Cardan 
取两者的正立方根，并用 (7) 给出 * 的一个值.据认为这就是 
Tartaglia 所得出的同一个根. 

以上是 Cardan 发表的方法.不过他得证明 (7) 给出的是 ® 的 
一个正确的值.他的证明是用几何方法的； Cardan 把 f 和 w 看成 
立方体的体积,其边长各为 vr 和^;,而乘积 yr W 是两边所 
形成的矩形，其面积为 w /3. 又，我们所说的 f — M = nSCar < ia n 
说是两个体积之差等于《.于是他说解 ® 就等于两立方体边长之 
差，—为证明这*值是对的，他叙述并证明一个 
几何引理,这 就是: 若从一根线段 20( 图 13.2) 上截去一段50，则 
AB 上的立方体等于 M 上的立方体减去及7上的立方体再减去 
以 AC , AB 及为边的正平行六面体.这个几何引理的内容当 
然只不过是说 


, ^7-^7 „ , 

^ § G 

田 13.2 

(0) (^T-^ir) 8 =i-M-3«/T-^X/T^/'w. ' 

有了这个引理(应用二项式定理，我们知道这引理必然成立，但 
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Cardan 是引用 Euclid f 中的定理来证明的)， Cardan 就只要怔 
明： 若设 -4^, 以及则从弓 I 

理便得于是，如果他选取了 f 和 w 使之能满足条件 
(6) 与 (6) ，则 (7) 所给出的以#与 w 表达的£值就能满足三次方 
程.然后他纯粹用语言叙述这方法的算术规则，告诉我们怎样按 
照⑻用 m 及 n 表*及 M 并作出 ^/ r 一 4/1 T . 

Cardan (还有 Tartaglia ) 又解出了下列三种特殊类型的 方程： 
x z = mx + n , a ; 3 + wa :+ n =0, x z + n ^ ma >. 

他需要把这三种情形都分别处理，并且把三者同方程 (4) 分别处 
理，原因是，第一，那时候欧洲人写的方程中只含正数 的项； 第二， 
他得对每种情形所用的法则分别给出几何上的说明. 

Cardari 还给出怎样解 * 3 +6 a ^； I 00 这类方程的方法.他知 
道怎样 消去#项; 即，由于该项的系数是6,他以 y —2代*，得出 
^=12 j /+84. 他还指出象 W +6^ = 100 这样的方程在设 rdy 
后可作为三次方程来处理.他在书中自始至终都给出正根和负 
根，尽管他把负数称作虚拟的数.但对复数根他是略而不提的. 
事实上，他在第37章中把那些既不解出真根(正数根)又不能解出 
假根(负数根)的问题称作错题.书讲得很详细——对现代读者来 
说甚至腻人，——因为 Cardan 把许多情形(不仅是对于三次方程， 
而且对于那些为求 < 及《而必须解出的辅助二次方程)都一一分 
别处理.在每种情形下，他把方程都写成各项有正系数的形式. 

Cardan 解三次方程的方法中有一个疑难点，他对此虽然指出 
了但并未解决.当三次方程的三个根都是实根而且各不相同时， 
可以证明《和《.将是复数，因为 (8) 中的被开方数屢 负数； 然而我 
们却需要用4/了和来求得 A 这就意味着实数可以用复数的 
立方根来表示.但这三个实根却不能用代数方法(也就是用根式） 
得出.这种情形 Tartaglia 称之为不可约的.我们也许以为，实数 
既能用复数组合来表示，这件事可能会使 Cardan 认真看待复数， 
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但事实并非如此. 

Vieta 在他著于1591年并出版于1615年的《论方程的整理与 
修正》 (De Aequationum Recogmtione et Em&ndatione) 中 <8> ， 已能' 
用一个三角恒等式解出了不可约三次方程，从而避免使用 Cardaa 
的公式.这个方法如今还在用.他从下列恒等式 开始： 

(10) cos3^4=4cos ? -4—3cos^l. 

令 z = cobA , 这恒等式就变为 

(11) « 3 — |-2--^-C09^1sO. 

设所给三次方程是 (Vieta 处理的是 x^-Sa^a% 其中 a>b/2) 

(12) y^+py+g^O. 

代入其中 n 可按需要指定,便可使 (12) 的系数化成同 (11) 
的系数一样.将3^=似代入 (12), 得 


(13) 2 [3 +-^-3+-^- == 0. 

现在我们需要取 n 使 p/n 2 = — 3/4,故 

(14) n = V=4p73. 
选取了这个 n 值后，再取2值使 




(15) 

也就是使 

( 16 ) 』 V-y s /27 • 

我们可 证明： 若三根是实数，则 p 是负数，因而 n 是实数.又因 
|cos3A|<l, 故可从三角函数表查出3又 


cos 3.4= 




g/2 


不管2取何值， cos 义总满足(11)，因 (11) 是个恒等式.现已 
选取盔使 (13) 成为 (11) 的特例.对于这个2值， C0S2 满足 （13). 
但/值是由 （16) 确定的，而这 A 又确定了 3义但若 Z 是满足 
(16) 的任一值，则 4+120' 及 ^+240' 也满足 (16) •因 z^oosA r . 


(8) 英译名 《On the Review and Correction of Equations^, Opera,82 ~162. 
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故有三个值满足 (13): 

ccb_4, cos(^44-120°) 及 coa04+240’). 

满足 (12) 的那三个值是 s 值的 n 倍，而 w 是由 (14) 给出的. Yieta 
得出的只是一个 k . 

三次方程当然有三个根.对 Cardan 的三次方程解法的第一个 
完整的讨论是1732年由 L . Euler 作出的，他强调指出三次方程 
总有三个根，并指出怎样去求 w .若和 V 是？一1 = 0的复数根， 
也就是说，是^+^+1=0的根，则⑻中《和 m 的三个立方根是 
4/ t , o , yr , 和 inn ， 

现在必须从第一组里选取一根,从第二组里选取一根，使两者的乘 
积是实数 m / S . (参看 Cardan 解法中的方程 (6).) 因 o > 与 W 是1 
的立方根， w ^= o > 3 = l ; 故据⑺可知合适选取的®应为 

广竹、 f «1= \/~t —\fu , X 2 —U)^/T — (0 2 \/~U, 

{ v i 

三次方程成功地解出之后接着几乎立即成功地解出了四次方 
程.解法是 Lodovico Ferrari 给出的并发表在 Cardan 的《重要的 
艺术》中;这里我们用现代的记号把它写出来并用文字系数以示其 
普遍性.设方程是 

(18) a: 4 +ba^+cx 3 +da!+e=0. 

移项后得 

(19) x 4 + bcc 3 =~- cx 2 — dx ~ e . 

在左边加上 d & j 2 配成平方.得 

(20) bccj ^—^ j ^— dcc — e . 

两边再加上 (#+!" 知) 得 


⑼ Ccmn. Acad. Sci. Petrog., 6, 1732/1733,217 〜 231, pub. 1738 - = Opera, 
(1) ,6,1 〜 19. 
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(21) (® 3 + 吾 6®) +(# + + 如) 

， =(-|- 6 a - c +^) a： 2 +(y by-dj x +~ f ^- e . 

若使右边这个 ® 的二次式的判别式等于零，就能使这一边成为 ® 
的一次式的完全平方 .于是设 

( 22 ) (y -4 (^ 

这是3/的一个三次方程.选取这三次方程的任一个根代入 (21) 中 
的％根据左边也是个完全平方这一辜实，取平方根，得到 a ; 的一 
个二次式，它等于 a ： 的两个互为正负的线性函数之一.解出这两 
个二次方程便得到0的4个根.若从 (22) 选取另一个根就会从 
(21) 引出一个不同的方程但得到同样的四个根. 

Cardan 在《重要的艺术》的第 39 章里讲述 Ferrari 的方法时解 
出了许多数字系数的特例.例如，他解出了下列类型的 方程： 
x * = bx 2 + aa ;+ n f x *= ba ?+ cx Zj rn , 
a: 4 —c® 8 +n, x*=ax+n, 

同讲述三次方程的情形一样，他给出了主要代数步骤的几何证明， 
然后用语言叙述求解的法则. 

Cardan , Tartaglia , Ferrari 通过解出三次和四次方程的许多 
例子，表明他们曾寻求并获得能用之于一切情况的求解三次和四 
次方程的方法.注重一般性是一种新的特色.他们的工作做在 
Vieta 引用文字系数之前，所以不能利用这个工具. Vieta 在创用 
文字系数之后使证明有可能获得普遍意义，又进而追求另一类普 
遍性.他发现解二次、三次和四次方程的方法很不相同，就想找一 
种能适用于各次方程的方法.他的头一个想法是用置换法消去比 
最高次项次数小一次的项. Tartaglia 对三次方程 if 洋做了，但并 
未对所有方程都这样试做过. 

Vieta 在他的《分祈术引论冲做了如下的 步骤: 为解二次方程 
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sc 2 +2bx=e, 


他让 

于是 

利用原方稈，得 
于是 - 


os + b ^ y . 
y i = a > 2 +2 bx + b 2 m 
y = *s/c+6 2 . 
«c=j/—6— ->J c+6 2 —5. 


对于三次方程 

,, ® W + ca ;+ d =0， 

Yieta 先设 V 3. 置换结果得约简三次方程 
(23) y 3 + P 2/+ g , =0. 

其次他再作一次变换，那就是如今在学校里所教的.就是令 


< 24 ) y == z ~~3 z , 

得 

z3 _ ' ^十 0 • 

然后他解出这2 8 的二次方程，得 

2 3 一音 ±V ^， 其中 ^=(1) 8+ (1) 2 

这里也同 Cardan 的方法一样，有两个的值. Vieta 虽然只用了 
2 s 的正立方根，但我们可以用所有六个(复数)根.应用 (24) 的结 
果可以证明从六个 z 值只能得出三个不同的2/值. 

为解一般四次方程 

a>*+ &z 3 +c® 2 + tfe + e =0 ， 

Vi#a 设于是把方程化为 

* 4 + p ® 2 + ga ;+ r =0. 

然后他把末后三项移到右边并在两边加上 2 o : 2 y 2 + 〆 . 这就使左 
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边配成完全平方，然后也象 Ferrari 的方法那样，适当选取 y , 使右 
边成为形如(如+5) 2 的完全平方.为选取合适的2/,他利用二次 
方程的判别式条件，得出 y 的一个六次方程而且凑巧还是 V 的三 
次方程.这一步以及其余各步就完全和 Ferrari 方法一样了. 

Vieta 所探求的另一个一般性方法是把多项式分解成一次因 
子，如同我们把®分解成 (®+2)0 b +3) 那样.这事他没 
有做成功，部分原因是他只取正根而舍弃其他一切根，部分原因是 
他没有足够的理论(如分解因子定理)作为依据来搞出一般方法. 
Thomas Harriot 也有同样的想法但也由于同样的原因而归于失 
败. 

寻求一般代数方法的工作接着就转向解四次以上的方程. 
James Gregory 在提出他自己的解三次及四次方程的方法后，便 
试图用这些方法来解五次方程.他和 Ehrenfried Walter von 
Tschimhausen (1661 〜 1708) 想通过变换把高次方程化为只含 ® 
的一个乘幂和一个常数那么两项的方程.解四次以上的方程的这 
些尝试都失败了. Gregory 在其后关于积分法的著作中猜测，对 
n>4 的一般 n 次方程是不能用代数方法求解的. 


5 .方程论 

研究解方程的方法，得出了如今初等方程论里所学的一些有 
关定理和事实.当时人们考虑了一个方程能有多少个根的间題. 
Cardan 引入了复数根，他似曾一度认为一个方程可以有任意个数 
的根.但他不久认识到一个三次方程能有3个根，一个四次方程 
有4个根等等. Albert Girard 在他的《代数新发现》中推測并断 
言一个《次多项式方程，如果把不可能的根(即复数根)算在内并 
把一个几重根算作几个根，那它就有》个根.但 Girard 没有给出 
证明. Descaxtes 在《几何》的第三篇中说，一个多少次的方程就能 
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有多少个不同的根.他说“能有”是因他认为负根是假根.其后为 
了便于计算根的个数,他把虚根和负根包括在内,从而得出结论说 
根的个数同方程的次数一样多. 

次一个重桌的问题是怎样预知正根、负根和复根的个数. 
Cardan 指出一个(实系数)方程的复根是成对出现的. Newton 在 
他的《普遍的算术》里证明了这一点. Descartes 在《几何》里未加 
证明地陈述了正负号法则（通称 Descartes 法则)，即多项式方程 
/ O )=0 的正根的最多个数等于系数变号的次数，而负根的最多 
个数等于两个+号与两个一号连续出现的次数.在今日的教科书 
里，后一个法则的说 法是: 负根的最多个数等于 /( 一 *) =0里的系 
数变号次数.这法则被好几个十八世纪的数学家所证明.现今通 
常教给学生的证法是 Abb 6 Jean-Paul de Gua de Malves (1712 〜 
1785) 作出的，他还证明，若方程中缺少 2 m 个先后相继的项，则按 
所缺项的前后那两项之为同号或异号，可知该方程有 2 m +2 个或 
2 m 个复数根. 

Newton 在他的《普遍的算术》中叙述（但未证明）了确定正和 
负的实根的最多个数的另一个方法，从而能推出复数根至少能有 
多少个.这方法用起来较繁复，但比 Descartes 的正负号法则能给 
出更好的结果.最后 Sylvester 证明这不过是一个更普遍定理的 
特例⑽ >.Gauss 在略早一些的时候证明，若正根个数少于变号次 
数，則所少的个数必为偶数. 

另一类结果是关于方程的根和系数之间的关系. Cardan 发 
现诸根之和等于 F — 1 的系数取负值，每两个根的乘积之和等于 

的系数，等等. Cardan 和 Vieta (在《论方程的整理与修正》中） 
都利用低次方程的根与系数间的头一个关系，按照前述方式来消 
去多项式方程中的 ®" _1 项. Newton 在他的《普遍的算术》中叙述 
了根与系数间的 关系； James Gregory 在给皇家学会秘书 John 

(10) Proc. London Math. Soc”l, 18C5,1 〜 Papers, 2, 498^513. 
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OoUins (1625 〜 1683) 的一封信中也说了这事.但这些人里面谁也 
没有给出证明. 

Vieta 和 Descartes 从已给方程作出新的方程，使新方程的根 
大于或小于已给方程的根.做法只不过是把$换成2/+饥就行. 
他们两人又都用变换3/=^把已给方程化成一个新方程，使新方 
程的根是原方程根的 m 倍.对 Descartes 来说，前一种变换的意义 
先前已讲过，就是可以把假(负)根变成真(正)根，或者反过来. 

Descartes 又 证明： 若一有理系数的三次方程有一个有理根， 
，则此多项式可表为有理系数因子的乘积. 

另一个重要结果就是现今所谓因子定理. Descartes 在《几何》 
的第三篇中 提出： /0)能为 0—<*) 整除 （《；>0), 当且仅当 a 是 
/ Or ) =0的一 个根； 而且当 a 是一个假根时， /(«) 能为0+«)整 
除.利用这一事实以及他所提出的其他事实， Descartes 建立了求 
多项式方程有理根的现代方法.他在把最髙项系数化成1之后， 
把所给方程的诸根乘以合适的因子，使所有系数都变成整数.这 
就是利用他给出的方法，把方程中的 ® 换成 2// m . 这时原方程的 
各有理根必定是新方程常数项的整数因子.如果通过试算得出 a 
是一个根，则根据因子定理， y ~ a 必是 y 的新多项式的一个因子. 
Descartes 指出，若消去这个因子，就可减小方裎的次数，然后再处 
理这化简后的方程： 

Newton 在《普遍的算术》中以及别的一些较早的人给出了关 
于方程根的上界的一些定理.其中有个定理牵涉到微积分，我们 
将在第17章(:第7节）中叙述. Newton 发现了一个方程的根与其 
判别式之间的关系，例如， otc 2 + fcc + c =0, 依6 2 -4如之等于0,大 
于0或小于0,而具有相等的根，实根或虚根. 

Descartes 在《几何》中引入了待定系数的原理.这原理可举 
例说明 如下: 为把#一 1分解成两个线性因子，先设 

広 2 — 1= (広 + t ) (怎十 4). 



C . 二项 式定理 及相关的问题 


把右边乘出来,再使两边®同幂项的系数相等，得 
6+d=0, 
bd — 1. 

这就可以解出6和 d. Descartes 强调指出这一方法的用处很大. 

另外一个方法,数学归纳法,也在十六世纪晚期明确出现在代 
数里.当然，甚至在 Euclid 证明质数个数无穷时就已隐含有这个 
方法.他在证这定理时，指出若有《个质数，就必有个 质数； 
而由于既有第一个质数，故质数的个数必为无穷. Maurolycus 在 
1575年所著《算术》 (Arithtmtica) 中明确提出这一方法并用它来 
证明（比方说）1+3+5+… + (2n-l) = (»»+l) a . Pascal 在一封 
信中承认 Maurolyous 引入了这个方法并在他的《三角阵算术》 
{Traite chi triangle arithmetiqva, 1665) 中使用 了这个方法，他在 
该书中还给出了现今所谓的 Pascal 三角阵(第6节乂 


6. 二项式定理及相关的问瓸 

指数为正整数时的二项式定理，即 0+6)* 在》为正整数时的 
展开式，那是十三世纪时的阿拉伯人就已经知道了的.在1544 
年左右， Stifel 引入了 “二项式系数”这个名称，并指出怎样从 
(1+a)- 1 来计算 (1+a)' 按下列方式排列的 数阵： 


1 5 10 1.0 5 1 


(其中每个数是其上方紧邻两数之和〉是 Tarfcaglia, Stifel 和 
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Stevin 都已知道的，并被 Pascal(1664) 用来得出二项展开式的系: 
数.例如，第四行中的数就是0+6) 8 的展开式中的系数.尽管许 
多前人早就知道这个数阵，但一般仍称它为 Pascal 三角阵. 

Newton 在1665年指出可以不必利用 （1+ fl )"- 1 而直接展出 
后来他深信这展开式对《为分数与负数的情形都适用 
(在这种情况下它是无穷级数)，并陈述了这个推广，但未加证明. 
他验算了 (1+®) 1 / 2 的级数自乘得出1+®，但他和 James Gregory 
(他独立发现这个定理)都不觉得需要一个证明. Newton 在1676 
年6月6日和10月4日写给皇家学会秘书 Henry Oldenburg 
(约1615〜 1677) 的两封信中，把他早在1669年前就知道的那个更 
为一般的结果，即 （ P + PQ 产"的展开式，告诉了 Oldenburg . 他 
觉得这是求根的一个有用的方法,因为若 Q 小于 1( P 先提出到括 
号外)，则后面各项都是 Q 的乘幂,数值就愈来愈小. 

»»个东西每次取 r 个的排列数和组合数的公式，起初是和 
二项式定理方面的工作无关的，它们早就出现在一些数学家如 
Bhaskara 和法国人 Levi ben Gerson (1321) 的著作中 . Pascal 指 

出组合公式——常记为或——也能给出二项式系数.这 

就是，固定使 I •取0到 n 的值，这公式就给出二项展开式中相 
继各系数. James Bernoulli 在他的《推想的艺术 Conjectandi , 
1713) 中推广了组合理论,然后用组合公式证明了 n 为正整数时的 
二项式 定理. 

排列和组合方面的工作还同另一门学科概率论有关.概率论 
在十九世纪晚期变得很重要，但在十六与十七世纪中只值得略加 
一提. 关于两个骰子掷出一特定数的概率问题，早在中世纪就.已 
有人提出.另一个问题是关于怎样分配一笔赌注的问题.设有甲 
乙两人相赌,谁先得 w 分就能获得赌注，但在甲得方分乙得《分之 
.时赌局中止.怎样分配这笔赌注呢?这十问题曾出现在 Pacioli 的 
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«要义》以及 Cardan , Tartaglia 和其他人的一些书中.当 Antoine 
Gombaud 和 Chevalier de M 6 re (1610 〜 1685) 向 Pascal 提出这一 
问题，并由 Pascal 和 Fermat 通信讨论之后，这个问题才显得有点 
重要.这问题_和各人提出的解法本身并不重要，但他们在这方面 
的工作标志了 k 率论的开始.他们都应用了组合 理论. 

概率论方面的第一本重要著作是 Bernoulli 的《推想的艺 术*. 
现时仍称为 Bernoulli 定理的那个当时最重要的新结 果是: 若 P 是 
出现单独一次事件的概率， g 是该事件不出现的概率，则在《次 
试验中该事件至少出现 m 次的概率，等于 ( p+W 的展开式中从 
^ 项到包括 2^3""" 为止的各项之和. 


7.数 论 

实际事务的需要促使人们在计算上，在符号体系上和在方程 
的理论上取得进展，而对纯数学问题的兴趣则重新引起在数论方 
面的研究.这门学科当然是古希腊人开头搞的； Diophantus 又增 
添了不定方程的问题.印度人和阿拉伯人至少没有使这门学科湮 
投无闻.虽然前述文艺复兴时代几乎所有的代数学家都在数论方 
面作出一些猜测和指出一些事实，但第一个对数论作出广泛可观 
的贡献并给这门学科以巨大推动力的欧洲人是 Pierre de Fermat 
(1601 〜 1665). 

..- Fermat 出身于商人家庭，在法国都鲁斯 (Toulouse) 学法律并 
以 当律师 谋生. 他一度是都鲁斯议会的顾问.虽然数学只不过是 
Fermat 的业余爱好，而且他只能利用闲暇来研究，但他对数论和 
微积分作出了第一流的贡献，他是坐标几何的两个发明者之一，并 
且(如前所述)同 Pascal —起开创了概率论的研究工作.同他那个 
世纪的所有数学家一样,他研究了许多科学问题，对光学作出了不 
朽的声献： Fermat 极小(时间)原理(第 2 4 章第 3 节). 佶的大多 
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数工作是通过他写给朋友的信件闻名于后世的.他只发表了很少 
几篇论文，但有些书和论文是在他死后刊印发表的 .你 

Fermat 认为数论被人忽视了.他有一次抱怨说几乎没有什 
么人提出或懂得算术问題,并提出 :“这 是不是由于迄今为止，人们 
都用几何观点而不是用算术观点来处理算术的 缘故? ”他说甚至连 
Wophantas 也颇受几何观点的束缚.他相信算术有它自己的特 
殊 园地: 整数论. 

Fermat 在数论上的工作决定了在 Gauss 作出贡献之前这门 
学科的研究方向. Fermat 的出发点是 Diophantus . 后者的《算 
术》曾被文艺复兴时代的数学家翻成许多译本.1621年 Baohet 
de M 4 ziriao 出版了希腊文版和拉丁文译本. Fermat 手头有的就 
是这个 版本; 他的大部分结果都是由他记录在书页空白处的(不过 
有很少几个结果是通过给朋友的信传出去的).1670年 Fermat 
的儿子出版了附有他页边笔记的这本书. 

Fermat 提出了数论方面的许多定理，但只对一个定理作出了 
证明，而且这证明也只是略述大意.十八世纪的最出色的数学家 
曾努力想证明他所提出的结果(第25章第4节).这些结果被证 
明都是正确的，只有一个是错的（以后即将指出)，其中还有一个迄 
今尚未证明的著名“定理”，所有迹象都说明它可能是成立的.他 
无疑具有伟大的直观天才，但若要说他已证明了他所指出的所有 
结论则未必可信. 

1879年在 Huygens 的故纸堆中发现一个文件，其中叙述了一 

个著名的方法-无限下推法 (the method of infinite descent ), 

这是 Fermat 首创和应用的一个方法.为说明这个方法，我们来 
考察 Fermat 在 1640年 12月26日给 Marin Mersenne (1588 〜 
1648) 的信中所提出的一个 定理： 形如 4 n + l 的一个质数可能而 
且只能以一种方式表!达为两个平方数之和.例如 17-16+1, 
29= 26 +4. 应用这一方法时，我们要证，若有 形如如 +1的一个 
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质数 并不具 有所需性质，那就将有形如 471 + 1 的一个较小质数也 
不具有那个性质.于是，由于《是任意的，所以还必需有一个更小 
的.这样通过 n 的正整数值往下推就必定能推到从而推到 
质数 心 1+1=5. 于是 5 就不能具有所需性质.而由于 5 能以唯 
一方式表达为两个平方数之和，因而每个形如 4 n + l 的质数都能 
这样表达. Fermat 在 1659 年把他这个方法的梗概写信告诉他的 
朋友 Pierre de Carcavi (卒于 1684). Fermat 说他用这方法证明 
了上述定理，但后人从未找到他的证明.他又说他用这个方法还 
证明了其他一些定理. 

无穷下推法和数学归纳法不同.第一是这方法并不要求我们 
验证出那怕是一个例子来说明所说定理成立，因为我们可以根据 
n=l 时的情况只会导出与某一其他已知结果相矛盾的这一事实， 
来作出论断.还有，在对一个 n 值作了适当的假定后，这方法证 
玥，还有一个较小的但未必就是次小的 n 值，也能使所作假定成 
立.最后一点是，这方法否定了某些论断，所以事实上它在这方面 
是更为有用的. 

Fermat 又断言没有一个形如4«+3的质数能表达为两个平 
方数之和. Fermat 在他的 Diophantus 书页上的侧记中以及在写 
给 Mersenne 的一封信中，推广了著名的直角三角形的3, 4, 5关 
系，指出了如下一些 定理: 形如如+1的一个质数能够而且只能作 
为一个直角边为整数的直角三角形的 斜边; （如+1)的平方是两个 
而且只有两个这种直角三角形的 斜边； 它的立方是三个而且只有 
三个这种直角三角形的 斜边； 它的四次方是四个而且只有四个这 
种直角三角形的斜边，如此等等，乃至无穷.例如，我们来看 
的情形.这时如+1=5,而3, 4, 5是一个而且只有一个以5为 
斜边的直角三角形的边.然而以5 2 为斜边的则有两个而且只有 
两个，它们的边长分别是：15, 20, 25及7, 24, 25. 又以5 3 为斜 
边的直角三角形有且仅有三个，它们的边长分别是： 75, 100, 1 2 5; 
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36, 120, 125;和44, 117, 125. 

Fermat 在给 Mereenne 的信中说，这 4 n + l 形的质数和它的 
平方都只能以一种方式表达为两个平方数 之和； 它的三次方和四 
次方都能以两种 方式； 它的五次方和六次方都能 feT 三种方式，如 
此等等，乃至无穷.例如，当 《 = 1 时有5=4+1及5 2 =9+16; 
沪=4+121=26+100;等等.信中接 着说： 若等于两平方数之和 
的一个质数乘以另一个也是这样的质数，则其乘积将能以两种方 
式表达为两个平方数之和.若第一个质数乘以第二个质数的平 
方，则乘积将能以三种方式表达为两个平方数 之和; 若乘以第二个 
质数的立方，则乘积将能以四种方式表达为两个平方数 之和; 如此 
等等，乃至无穷. 

Fermat 指出了关于将质数表达为 a ^+3 y \ a ^+ by 2 , 
以及其他这类形式的许多定理，它们都是关于质数表达为 
平方和定理的推广.例如 6 n + l 形的每个质数可表为¥+3^; 
8 n+l 及 8 n +3 形的每个质数可表为#+2^. —个奇质数（除2 
以外的每个质数)能且只能以一种方式表为两个平方数之差. 

Fermat 所提出的有两个定理被后人称为小定理和大定理，后 
者又被人称为最后定理.小定理是 Fermat 在1640年10月18日 
给他朋友 Bernard Fr&iicle de Bessy (1605 〜 1675) 的一封信中传 
出去的，这定理说，若 P 是个质数而 a 与 p 互质，则 a ，_ a 能为 p 
整除. 

Fermat 大“定理”是他相信自己已经证了的.这定理说，对 
«>2, 不可能有整数解.这定理他写在 Diophantns 书 

± Diopbantus 问题（把已给平方数分解为两个平方数之和）的旁 
边. Fermat 还写道，“然而此外，一个立方数不能分解为两个立方 
数,一个四次方数不能分解为两个四次方数/而一般说除平方以外 
的任何次乘幂都不能分解为两个同次幂.我发现了这定理的一个 
真正奇妙的证明，但书上空白的地方太少，写不下可惜的是， 
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Fermat 的证明(要是他真正有的话)，从未被人找到过，而后代上 
百名最优秀的数学家都未能给予证明. Fermat 在致 Caroavi 的一 
封信中 说他已 用无穷下推法证明了《=4的情形，但并未给出全部 
证明细节. Fr 6 nicle 利用 Fermat 的少量提示，确实在1676年给 
出了对这一情形的证明，发表在他死后出版的《论直角三角形的数 
宇性质》 (! ZVa 说 triangles rectangles m nom & re *) —书中 (u> . 

这里，我们跳越时代提一下后日 的事： Euler 证明了 n = 3 的 
情形(第25章第4节).因定理对 n = 3 成立，故它对3的任何倍 
数也都 成立; 因若它在« = 6时不成立，则将会有这样的整数 A 梦，2 
使 

^+ 2 /° = 2 °. 

伹那样就有 

W+W-W, 

从而定理就会对不能成立.于是我们知道 Fermat 定理对 
无穷多个值是成立的,但仍不知道它对所有的值是否都成立. 
事实上我们只需要对 n =4 以及对 n 为一个奇质数的情形证明这 
定理就可以了.因若先假定 n 是个不能被一个奇质数整除 的数; 那 
它必是2的一个乘幂,而由于它大于2,所以它必是4或能被4所 
整除的数.令 n =4 w . 于是方程就变成 
0O 4 + (?/ m ) 4 =(，) 4 . 

若定理对 n 不成立，那它对 n = 4 也不成立.故若它对 n =4 成立， 
它就对所有不能被奇质数整除的《都成立.若《=_面 p 是个 
奇质数，则若定理对 n 不成立，那它对指数 p 也不会成立.故若对 
n ^ p 成立,那它对能为奇质数整除的任何《都成立. 

- Fermat 确也出过错.他相信他已经解决了那个老问题 :列出 
一个对各种 n 值都能得出质数的公式.如今不难证明：除非 w 是 
2的乘幂，2«+1不可能是个质数.从1640年起 Fermat 在许 


(11) Jfeffm.de VAcad. des Set., Paris, 5, 1729, 83 〜 166. 
02) CEuvres, 2, 206. 
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多信中提出了这个问题的逆命题，即(2) 2 "+1表达一系列的质 
数——虽然他承认他不能证明这个断言.以后他又怀疑这断言的 
正确性.迄今为止，已知这公式给出的质数只有五个： 3, 5, 17, 
257以及65, 537. (参看第25章第4节 .） 

Fermat 用无穷下推法提出并概括地证明了下述定理：边长 
为有理数的直角三角形的面积不可能是一个平方数.这个概括的 
证明是他唯一详细写出的证明，而且是作为不可能有 
整数解的一个推论得出的： 

关于多边形数， Fermat 在他的那本 Diophantas 的书上提出 
了一个重要定理:每个正整数或者本身是一个三角形数，或者是两 
个或三个三角形数 之和； 每个正整数或者本身是个正方形数，或者 
是2, 3,或4个正方形数 之和； 每个正整数或者本身是个五边形 
数，或者是2, 3, 4,或5个五边形数 之和； 以及对较高的多边形数 
的类似关系.这些结果只有在我们把0和1都归入多边形数之后 
才能成立，而证明它们需要做大量的工作. Fermat 声称他用无穷 
下推法证明了它们. 

我们知道完全数是希腊人曾经研究过的， Euclid 还给出了基 
本的结果:2»4(2”一 1) 在2»_1为质数时是个完全数.对 n =2,3, 
5和7, 2" — 1之值是质数，故6, 28, 496及8128是完全数（如 
Nichomadms 所指出的）.在1466年的一份手稿中正确给出第五 
个完全数是33,550,326；这是相应于 n =13 的完全数 . Hudalrich 
Regius 在他的《摘录》 (Epitome, 1536) 中也给出了这第五个完全 
数 . Pietro Antonio Cataldi (1652 〜 1626) 在 1607 年指出 2" — 1 在 
n 为复合数时是复合数,并验证出2»—1在7»=13,17及19时是质 
数.1664年 Marin Mersenne 举出了其他一些完全数. Fermat 也 
搞过完全数的问题.他考察了什么时候 2--1 是个质数，并在1640 
年6月致 Mersenne 的一封信中提出了下面这些 定理： （ a ) 若 n 不 


(13) CEuvres , 1, 340; 3, 271. 
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是质数，则2" — 1也不是质数.（1))若《是质数，则 2" — 1在可能 
为他数所整除的情形下只能为 2 kn + l 形的质数所整除.现今所知 
的完全数约有二十个.至于是否存在奇完全数的问题尚为悬案. 

Fermat 在1636年重新发现 T^bit ibn Qorra 第一个提出的 
法则，给出了第；对亲和数17, 296及18, 416( 第一对亲和数220 
及284是 Pythagoras 给出的 )， Descartes 在致 Mersenne 的一封信 
中_出了第三对亲和数9, 363, 684和9, 437, 056. 

Fermat 重新发现了求解為^==1的问题，其中4是整 
数但非平方数.这问题在希腊人和印度人中间有久远的历史、 
Fermat 在1667年2月致的一封信中提出一个定理： 
在2是正数而非完全平方时有无穷多个解 <14) . Euler 
把这方程误称为 Pell 方程，这名称流传到今天. Fermat 在同一 
封信中 (15> 向所有数学家挑战，要求他们求出无穷多个整数解. 
Brouncker 助爵给出了解，但并未证明解有无穷多个 . Wallis 则全 
部解出了这个问题，并在1657年及1658年的信 (1#) 中以及在他的 
«代数》的第98章中给出了解法. Fermat 又说他能 指出： 对于给 
定的益和5, 在什么情况下可解，并能把它解出来.我 

们并不知道 Fermat 是怎样解这两个方程的，尽管他在1658年的 
一封信中说他是用下推法解第一个方程的. 


8 . 代数同几何的关系 

我们可以看出，代数在十六和十七世纪中得到巨大的发展. 
由于把它同几何捆在一起，故在1500年以前人们认为三次以上的 
方程是不现实的.当数学家不得不研究高次方程(例如由于辅助 


(14) (Euvres, 2, 333 〜 335. 

(15) CEuvres, 2, 333 〜 335; 3, 312 〜 313. 

(16) Fermat, CEuvres, 3, 457~480, 490~503. 
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计算数字表而采用三角恒等式)或由对三次方程的自然推广而想 
到搞高次方程时，许多数学家对这种想法感到荒唐可笑.如 Stifel 
在他编辑出版的 RudolflF 的《代数！ KCoss ) 中这样说道：“搞三次以 
上的方程，似乎以为竟有什么高于三维的东西……那是违反自然 
的.，， 

然而代数终究摆脱了几何思维的束缚.不过代数同几何的关 
系仍然是复杂的.主要的问题是怎样使人认为代数推理是可 靠的； 
而在十六世纪以及在十七世纪的大部分时间里，答案是依靠■^代 
数相当的几何章义. Pacioli , Cardan , Tartag ] ia , Ferrari 和其他 
人都给代数法则作出儿何证明. Vieta 也是大都拘泥于几何的. 
例如他写 = 其中义是未知量，而5和 Z 是常数)，为 

的是使每一项都是三次的，从而都可以代表一个体积.然而我们 
即将看到， Vieta 对代数的这种看法和立场是过渡性的 . Barrow 和 
Pascal 确实反对过代数，后来又反对在坐标几何和微积分里用分 
析方法，因他们觉得代数缺乏可靠依据. 

当 Vieta , 其后又有 Descartes ， 用代数帮助解几何作图题时， 
代数依赖于几何的状况开始有点逆转过来了. Vieta 所著《分析术 
引论》中出现的许多代数问题大多数是由于为了解几何題或使几 
何作图法系统化而搞的. Vieta 把代数应用于几何的典型例子是 
他所著《分析五篇》中的这样一个 问题： 已给矩形的面积及其两边 
之比，求矩形的两边.他设矩形面积为5亩 ( planum ), 设大边与 
小边之比为况比及令2为较大边，则较小边为 RA/8. 于是£亩 
等于 (Jt/S)(A 的平方).两边 乘以汉 得出最后的方程 B8=RA\ 
然后 Vieta 说明怎样从已知量5及 R/8, 并依据这方程,用直尺和 
圆规作出 i 来.这里解题的思想方 法是： 若找出所求长度$满足 
方程 cw 2 + k + c =0, 就知道 

你一 —i 2 —4ac 

2^ ， 
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于是就可以对 A 6和 C 进行右边代数式里妍规定的几何作图步猓， 
作出 ® 来. 

对 Vieta 来说，代数是发现数学真理的特设 步骤; 它就是 P】ato 
心目中所认为的分析法(相对于综合法而言).“分析”这个词是亚 
历山大里亚的 Theon 引入的 ； 他把分析定义为这样的 步骤： 先假 
定所求的结果成立，然后根据逐步推理，得出一个已知的真理.所 
以 Vieta 才把他的代数称作分析术.它执行了分析的过裎，特別 
是对几何问题.事实上这也是 Descartes 坐标几何思想的出发点， 
而他在方程论方面的工作也是从他想利用方程来协助解决几何作 
图问题而引起的. 

代数与几何的相互依赖关系也可从 Vieta — 个学生 Marino 
Gheteldi (1566 〜 1627) 的工作中看出来.他在所著 《 Apollonius 著 
作的现代阐释》 ( ApdU ( mv £ Re ( Pimvu 8, 1607) 的一个篇章中对确 
定的几何问题的代数解法作了系统研究.他反过来又用儿何来证 
明代数法则.他还用几何方法作出代数方程 的稂. 他死后出版的 
.« 数学的分析与综合 r^ohitione ei compositicne mathefnaiica , 
1630) —书是详尽讨论这一问题的著作. 

我们也发现十六世纪和十七世纪的数学家承认应该发展代数 
来代替希腊人所引用的几何方法. Vieta 着到有关置的相等或成 
比例的问题，不管这些量是来自几何；物理或商业的，都有可能用 
代数来处理.因此他对髙次方程和代数方法论拥研究是毫不迟疑 
的； 他展望未来能出现一种运用符号的关于量的演绎科学.他一 
方面诚然把代数主要当作是搞几何问题的方便工具，但也有足够 
广阔的远见，能看到代数有它自身的生命力和意义. Bombelli 不 
用几何而作出过一些能被当时所接变的代数证明. Stevin 断言凡 
是几何上所能做到的事都能用算术和代数做到. Harriot 所著《实 
用分析术》 (Artis Amlyticae Praxis, 1631) 一书把 Vieta 著作中 
的一些思想观点加以引伸加以系统化并使之突出.这书很象一部 
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现代的代数 课本； 它比先前任何一部代数书更富于分析精神，并 
在系统运用符号方面向前迈出了一大步.它的流传很广. 

Descartes 也开始看到代数的巨大潜力.他说他是继％6仏的 
未竟之业的.从提供物质世界的知识这个意义上说，他并不认为 
代数是一门科学.他说几何与力学才确实含有这种 知识； 他把代 
数看成是进行推理一一特别是关于抽象的和未知的量进行推理的 
有力方法.他认为代数使数学机械化，因而使思考和运算步驟变 
得简单，而无需化很大的脑力.这有可能使数学创造变成一种几 
乎是自动化的工作. 

对 Descartes 来说，代数居于数学其它各分支的最前列.它是 
逻辑的引伸，是处理量的一门有用的学科，因而从这个意义上来 
说，它甚至比几何还具有根本的 意义； 就是说，在逻辑次序上它领 
先于儿何.因此他想建立一门独立的有系统的代数，而不是一批符 
号的无计划无依据的堆砌和紧密依赖于几何的一些步骤方法.有 
一份关于代数论述的提纲， 名为* 计算》 1638), 是 
Descartes 本人或他所领导的人执笔的，那里就把代数作为一门独 
立的科学来处理. Descartes 的代数是空洞而没有意义的.它只 
是一种计算技巧或一种方法，是他寻求方法的总工作里的一部分. 

Descartes 把代数看作是逻辑在处理量方面的一种延伸，这使 
他想到有可能创立一门范围较广的代数科学，能概括量以及其他 
概念，并能用于研讨一切问题.甚至逻辑上的原理和方法也可能 
•用符号来表达，而整个体系则可用之于使一切推理过程机械化. 
Descartes 把这种想法称作“通用数学”.这一思想在他的著作里 
是含糊不清的^也没有被他深入探讨.不过他毕竟是第一个把代 
数放在学术系统基本地位上的人. 

对代数的这种观点有充分认识的第一个人是 Leibniz , 他终于 
把它发展成符号逻辑(第51章第4节). Isaac Barrow 也具有这 
种观点，但范围较窄.他是 Newton 的师友，是在 Kewton 之前担 
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任剑桥大学 Lucas 数学讲座的人.他并不把代数看作是正规数学 
的一部分，而是把它看成逻辑的一种形式化.他认为只有几何才 
是数学，而算术和代数是处理那种以符号形式表达出来的几何量 
的. 、 

不管 Descartes 和 Barrow 对代数有什么样的哲学观点，也不 
管他们把代数看成一种普遍的推理科学将会有什么样的潜在可能 
性，算术和代数技巧的日益广泛的应用所产生的实际效果,是使代 
数成为独立于几何的一个数学分支.在当时， Descartes 之既用 d 
来表示一个长度又表示一块面积这件事是个重大的步骤，因为 
Vieta 尚坚持认为二次方只能表示面积. Descartes 告诉读者注意 
他用 < 作为一个数，并且明确指出他和前人的用法不同.他说 d 
是适合的一个数量.同样，他在《几何》中说一些线段 
的乘积可以是 线段; 这里他思想上指的是所涉及的数量，而不是古 
代希腊人所指的几何线段.他明确认识到代数计算是不依糗于几 
何的. 

John Wallis 受了 Vieta , Descartes , Fermat ， 和 Harriot 的 
影响，在使算术和代数脱离几何描述的工作上比他们这些人走得 
更远.他在所著《算术》(1685)—书中用代数方法推导出 Euclid 
« 原本* 第五篇中的所有结论.他不再把$和2/的代数方程限定为 
齐次方程，因为人们之所以持有这种想法，是由于这类方程来自几 
何问题的缘故.他看到代数具有简明易懂的特点. 

Newton 虽然喜爱几何，但我们在他所著的《普遍的算术》中 
第一次看到他肯定算术与代数(相对于几何而言)具有根本的重要 
性; 当时 Descartes 与 Barrow 则仍赞成以几何作为基本数学分支. 
Newton 为创立微积分需要而且也使用了代数语言，而微积分也以 
代数方法来处理最为适宜.所以就代数之所以能居于几何之上这 
件事来说，微积分学方面的需要是有决定意义的. 

到1700 年之际 ，代数已达到能够自身站稳脚跟的地步了.唯 
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一的困难是没有地方容纳它.自从埃及与巴比伦时代以来，直观 
和边做边改的办法提供了一些实用法则；重新阐释希腊几何代数 
法的结果又提供了其他一些 法则; 十六和十七世纪中，部分地在几 
何意义的指引下进行的独立的代数研究工作，得出了许多新的结 
果.但代数的逻辑基础，足以同 Euclid 提给几何者相媲美的， 
却不存在.鉴于当时欧洲人已充分认识到严格的演绎式数学 
该有什么要求，所以我们对当时人对此事普遍地缺乏关心（除了 
Pascal 和 Barrow 的反对以外)感到惊异. 

数学家怎么来判断哪些东西是正确的呢？正整数和分数的性 
质是如此直截了当地来自我们对事物集合的经验，以致于它们看 
来象是不言而喻似的.甚至 Euclid 也不能给《原本》中那 f 讨论 
数论的篇章提供逻辑基础.随着数系中添入了新型的数，人们就 
把那些用之于正整数和分数的运算法则也施行到新的数上，并以 
几何意作为方便的向导.字母一旦被人采用之后，它们就是数 
的化身，因而可以象数那样来处理.比较复杂的代数技巧，可通过 
qardaa 所用的那种几何论证，或者通过对特例的单纯归纳，而获 
得似乎合理的依据.但所有这些做法在逻辑土都不能令人满意. 
而且即使求助于几何，也不能给负数、无理数和复数提供逻辑依 
据，并且，举个例说，也不能用来合理地 说明： 若一多项式当 *=« 
时为负，而当时为正，则它必在 a 与6之间取零. 

然而数学家满怀喜悦和信心百倍地着手运用新的代数.事实 
上， Wallis 肯定说代数步骤的合法性并不逊于几何步骤.数学家 
没有认识到他们即将进入一个新的时代，那时归纳、直观、边做边 
改的办法和物理^点将要作为证明的基础.给数系和代数建立逻 
辑基础的问题是个难题，其难度远远超过十七世纪的任何数学家 
所能认识到的程度.数学家能那样大旭轻信甚至直率而不拘泥于 
逻辑却倒是一件好事.因为自由创造必须走在正规化和逻辑基础 
的煎面■，而数学创造的最伟大的时代已经到来了. 
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射影几何的肇始 


我坦率承认，我从未对物理或几何的学 5 J 戎研究抱有兴 
趣.除非能通过它们获得有助于目前 f 要的某种知识…… 
能服夯于生活的幸福与方便，能有助于保持徤康，有助于 
施展某种技艺 • 我看到好大一部分技艺扎根于几何，如 
建 t 上的采5工艺，制作日规，绮别是透视法. 

Girard Deaurgues 


1. 几何的重生 

几何上重要创作活动的复兴晚于代数.从 Pappas 时代起到 
1600年光景，除了创立透视法的数学体系以及文艺复兴时代艺术 
家偶而作出的几何研究(第12章第2节)之外，几何方面很少有成 
果的工作 . Apollonius «圆锥曲线》的许多印刷版本的出现，特别 
是 1566年 Federigo Commandino (1509 〜 1575) 对此书第一篇到 
第四篇的著名拉丁文译本的问世，引起了人们对几何的一些兴趣. 
其他译者又译出了第五篇到第七篇，并且还有一些人，包括 Vieta , 
Willebrord Snell (1580 〜 1626) 和 Ghetaldi 在内，着手重整失传 
的第八篇. 

要使数学家的心思纳入新的轨道，所需要的而且确实出现的 
是新的问题.有一个问题是早已被 Alberti 所提出的:一个实物的 
同一投影的两个截景有什么共同的几何性质？许多问题是来自科 
学和实际的需要. Kepler 在他1609年的著作中对圆锥曲线的应 
用，有力地推动人们去重新考察这些曲线,并寻求其对天文有用的 
性质.光学自古希腊时代以来就是数学家所喜爱的，而在十七世 
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纪初发明 r 望远镜和显微镜之后，它更受到人们大为增进的重视. 
给这些仪器设计透镜成了一件 大事； .这意味着人们要注意研究曲 
面，而由于透镜的表面都是旋转面，因而又要注重研究母曲线.地 
理探索产生了对地图的需要，引起人们研究在球面上和地图上表 
示的航行路线.产生了地球在转动的思想之后，需要新的力学原 
理来计算运动物体的 路径； 这就又需要研究曲线.而在运动物体 
之中，抛射体变得更加重要，因为人们已能用大炮把炮弹射到几 
百码的距离之外；预先算好弹道和射程就成为极端重要的事.计 
算面积和体积的实际问题也开始引起人们更多的注意. Kepler 
的《测量酒桶体积的新科学 》 {Nova Stereometria Doliorum 
Vmariorum , 1615) 掀起了这方面一阵新的研究工作. 

领会了希腊著#的内容之后，人 们又® 视起另一类问题来了. 
数学家开始感到希腊人的证明方法缺乏一般性.几乎每个定理 
都要想出一种特殊的方法来证.指出这一点的是早在1527年的 
Agrippa von Nettesheim (1486 〜 3532) 和 Maurolycus , 后者在圆 
锥曲线和其他数学问题方面，翻译过希腊人的著作并写过他自己 
的著作. 

对新问题的大部分反应引起了对旧课题的小变动.对圆锥曲 
线的处理方法改变了.人们一开头就把这种曲线定义为平面上的 
轨迹，而不再象 Apollonius 的书里那样定义为圆锥面的截线了. 
例如， Guidobaldo del Monte 在1579年把椭圆定义为与两焦点距 
离之和为常数的动点的轨迹.不仅是圆锥曲线，还有古代希腊人 
研究过的许多曲线如 Nicomedes 鮮线, Diooles 蔓叶线， Archimedes 
螺线和 Hippias 割圆曲线都被人重新加以研究.一些新的曲线也 
搞出来了,著名&的如旋轮线(见第17章第2节).所有这种工作虽 
都有助于传播希腊人的学术成就，但都没有提出什么新的定理或 
新的证明方法.第一项有成就的创新工作是由于回答画家所提出 
的问题而产生的. 



2. 逢视法工作中所提出的问题 
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2. 透视法工作中所提出的问题 

画家们所搞出来的聚焦透视法体系，它的基本思想是投影和 
截面取景原理(第12章第1节).人眼被当作一个点，由此出发来 
观察实景.从实景上各点出发，通往人眼的光线形成一个投射锥. 
根据这一体系，画面本身必含有投射锥中的一个截景，从数学上 
讲，这截景就是一个平面与投射棱锥相截的一部分截面. 

现设人眼在0处(图 14.1) 观察水平面上的一个矩形 ABCD . 
从 G 到矩形四边上各点的连线便形成一投射棱锥，其中 （L1， 

0 C 及 0 D 是四根典型直线.若在人眼和矩形间插入一平面,则投 
射锥上诸直线将穿过那个平面，并在其上勾划出四边形 
由于截面（截景对人眼产生的视觉印象和原矩形一样， 
所以人们自然要问（正如 Alberti 所提出的那样)：截景和原矩形 
有什么共同的几何性质？从直观上看，原形和截景既不重合又非 
相似； 它们也不会有相同的面积.事实上截景未必是个矩形. 



图 14.! 


这问题的一个推 广是： 设有两个不同的平两以任意角度.与这 
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同一个投射锥相截得到两个不同的截景，它们有什么共同的性质？ 
这问题还可进一步推广.设矩形•是从两个不间的点 
及 0" 来观察（图 14.2). 于是就有两个投射锥，一个由 0' 及矩 
形确定，第二个由 0" 及矩形确定.若在每个投射锥里各取一截 
景，则由于每一截景应与矩形有某些共同的几何性质，则此两截景 
也应有某些共同的几何性质. 



# 十七世纪的一些几何学者就开始找这些问题的答案.他们把 
* 所获得的方法和结果看成是 Euolid 几何的一部分.然而，这些方 
法和结果诚然大大丰富了 Euclid 几何的内容，但其本身却是几何 
一个新分支的开端，这个分支到了十九世纪就被人称为射影几何. 
本章中我们就把这项工作称作射影儿何，尽管在十七世纪，人们并 
不对 Euclid 几何与射影几何加以区分. 


3. Desarguea 的工作 

直接寻找 i 述问题答案的第一个人是自学成名的 G . Desar - 
gues (1591~1661). 他先是陆军军官，其后成为一个工程师和建 
筑师. Desaxgu 叫通晓 Apollonius 的著作，并觉得他能发明新方 



'A. L'esirgues 的工作 33 t i 

法来证圆锥曲线的定理.他确实这样做了，并且充分认识到他这 
些方法的功效. Desargues 还关心改进艺术家、工程师和石匠的教 
育和 技艺； 他对于为理论而搞理论是很不赞成的.他的头一步工 
作是编集许多有用的定理，起初是通过书信和传单传播他所获得 
的成果.他还在巴黎免费给人讲课.后来他写了几本书，其中一本 
是教儿童学唱的书.另一本讲几何在泥瓦工和石工方面的应用. 

他的主要著作是《试论锥面截一平面所得结果的初稿》 
(BrowiXlon project dWne atteimte aux evenemens des rencontres du 
cone avecwnplan, 1639) 在这书之前他于 1636 年出版了关于透 
视法的一本小册子.在这部主要著作中，他论述了现今所谓的几 
何中的射影法. Desargues 把书印了约五十份，分送给他的朋友. 
不久所有的复制本都失传了. 1845 年 Michel Chasles 偶然发现 
了 La Hire 手抄的复本，由 N. G. Poudra 加以复制，并由他在 1864 
年编集了 Desargues 的著作.但 1960 年左右 Pierre Moisy 在巴 
黎国立图书馆里发现了一本 1639 年的原版本并复制发行.这 
新发现的版本中包含了重要的附录和 Desargues 所作的订正. 
Desargues 关于三角形的主要定理和其他一些定理则于 1648 年发 
表在他朋友 Abraham Boss e (1602 〜 1676) 所著的一本关于透视法 
的书的附录中. Bosse 在他的这本《运用 Desargues 透视法的一般 
: 牛解 》 (Maniere iimv&rsdle de M. Desargues, pour pratique 中 la 
perspective) 中打算用通俗方式讲解 Desargues 的一些实用方法. 

Desarglies 用了一些古烃的术语，其中有些曾出现在 Alberti 
的著作中.他把一根直线称做一棵“棕” (palm), 把标有点的一根 
直线叫做一个“干”.但若一直线上有三对点有对合关系(见下述)， 
那它就叫做一棵“树”. Desargues 采用这些新术语的用意是想用 
比较普通的说法讲清道理而避免意义含糊.但这种语句和奇怪生 
疏的思想使他的书难于阅读.除了他的朋友 Mersenne, Descartes, 


( 1 ) CEuvres, l, 103 〜 230 . 
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Pascal 和 Fermat 外，他的同时代人都称他为怪人.甚至连 
Descartes 本人，当他听说 Desargues 在创用一种新方法#理圆锥 
曲线时，也写信给 Mersenne 说，除了借助于代数之外他看不出任 
何人能对圆锥曲线搞出什么新的名堂来.但当 Descartes 知道 
了 Desargues 工作的细节之后就对之高度推崇. Fermat 认为 
Desargues 是圆锥曲线理论的真正奠基者，并且觉得他写的书 
( Fermat . 显 然拥有此书)思想 丰富. 但由于-•般人未能欣赏，使 
Desargues 灰心丧气退体回到老家 .. 

在谈 Desargues 的几个定理之前，必须先引述对平行线的一 
个新规定. Alberti 指出过，在作画的某个实际图景里，画 面上的 
平行线(除非它们平行于玻璃屏板或画面)必须画成相交于某一 
点.例如上面图 14.1 中的直线及 C 7/ (它们与平行线 
及 CD 相对应)，根据投射及截景的原理，必须柜交于某点以.事 
实上， a 及确定一平面， 0及 CD 也确定一平面.这两个平面 
各交玻璃屏板于 A ’ B ， 及⑽，而由于它们交于0 ,所以这两个平 
面必有一公共线(交线)；这直线交玻璃屏于某点它也是 
与 CZy 的交点.这点 W 并不对应于或 CZ ) 上的任何普通的 
点.事实上，00’线是水平的，从而是平行于及的.这个 
点以叫做没影点，因它在 AB 或 CD 上没有对应的点，而/及或 
CD ' 上任何其他的点都分别对应于或 CZ ) 上某个确定的点. 

为使 与 上的点以及 ⑽•与 CD 上的点之间有完全 
的对应关系， Desargues 在上以及在引入一个新的点. 
它把这点 叫做# 穷远点，把它增添到两平行直线上普通的点之外， 
并把它看成是^平行线的公共点.而且平行于#或的任何 
直线上都有这同一个点，并且都在该点处与 AS 或, CD 相交.方 
向不同于或 C 2) 的任何一组平行线都同样有一个公共的无穷 
远点. 由于每 组平行线都有 一个公 共点，而平行线组的数目是无 
穷的，所以 Desargues 的规定就是在 Euclid 平面上引入了无穷多 
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新的点.他进一步假定所有这些点都在同一直线上，而这直线则 
对应于截景(或画面)上的水平线或没影直线.这样就在 Euclid 
平面的已有直线中添入了一根新的直线.他假定一组乎行平面上 
都有一根公共的无穷 远线； 就是说，所有平行平面都相交于一直 
线. 

在每根线上增加一个新点，这件事并不与 Euclid 几何的任何 
公理或定理相矛盾，但它确乎需要在文字叙述上加以修改.不平 
行的直线仍然相交于普通的点，但平行线则相交于每根线上的“无 
穷远点”.关于无穷远点的这一规定实质上是 Kuclid 几何里一件 
方便的事，因它避免了特殊情形.例如，现在就可以说任何两直线 
必然恰交于一点.我们不久可以更充分地看出这个规定的好处. 

Kopler 也(在 1604 年)决定要给平行线增添一个无穷远点，但 
出于不同的理由.对于通过尸(图 14.3) 而 
交于 Z 的每根直线，有2上的一点 Q 与之 
对应.但对于过 P 而平行于？的直线 Pi ?, 
却没有 Z 上的点同它对应.但若增添 
及 Z 所共有的一个无穷远点， Kepler 便可 
断言通过户的每根直线都交于又，在 Q 
往右移向“无穷远”而 PQ 变为后，可把 M 与丨的交点看成 
是尸左边的一个无穷远点，而当继续绕 P 旋转时, Pi ? 与 Z 的 
交点 Q ' 就从左边移近.这样，就使 Pi ? 与？交点的移动保持连续 
性.换言之， Kepler (以及 Desargues) 认为直线的两“端”是在“无 
穷远”处会合的，因而认为直线和圆有同样的结构.事实上 ，； Kepler 
确乎把一根直线看作是囫心在无穷远处的一个圆. 

引入了无穷远点及无穷远线之后， Desargnes 就着手叙述一个 
基本定理，这定理现仍称为 Desargues 定理.设有点 0( 图 14.4) 
及三角形 ABC . 我们知道，从0到三角形边上各点的那些连线形 
成一投射锥.这投射锥的一个截景就含有一个三角形^，其 
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中 4 对应于木丑对应于 J 5, C 对应于 C . ABC 反 A ' B ' C 这两 
个三角形叫做从0点看去的透视图. Desaigues 定理 断言: 对于从 
一点透视出去的两个三角形，它们间成对的对应边乂5与 A ' B \ 
BC 与 ，以及与(或它们的延长线)相交的三个交点 
都在同一直线上.反之，若两三角形的三对对应边相交于一直线 
上的三点，则连接对应顶点的三根连线必交于一点.如果特别针 
对前面的图形来说，这定理本身告诉 我们： AA ', BB ' 以及( X "交 
于一点0，^10与 A ' O 1 交于一点 与 A ' B ' 交于一点 Q ; SC ? 及 
BV 交于一点 H ， 而 P , Q 与 H 在一直线上. 

这定理虽然对三角形 ABC 与 A ' B ' C , 在同一平面或不在同一 
平面这两种情形都成立，但其证明只在不同平面的情形才是简单 
的. Desargues 对二维和三维的两种情形都证明了正定理和逆定 
理. 

在 Bosse 的1648年著作的附录里，载有 D ^ rgues 的另一基 
本结论 :交比 在投影下的不变性.一直线上木0, Z ) 四点所形 

成的诸线段的交比（图 14.6) 定义为 Pappus 早就引 
入过这个比(第 6 章第 7 节)，并证明了在 4Z? 及 AD 1 上的交比是 
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一样的. Menelaus 也有一个关于球面上大圆弧的类似定理（第 5 
章第6节).但他们都不是从投射锥和截景的观点来考虑的•而 
De^argues 则足这样考虑的，并 Ji 证明了投射线的每个截线上的交 


比都相等. 



Desargaes 在他的主要著作 (1639) 里处理了对合的概念，这是 
Pappus 早就引入而由 Desargues 定名的.直线上两对点次以 
及丄，災说是对合的，如果该直线上有一特定点 0( 名叫对合中 
心)，使(图 14.6). 同样，三对点 态尽尤 F 
以及，, 5，，说是对合的， 如果 = .0丑' 

点义和 和 S '， 以及2〃 和叫做共轭点.若有一点五使 
0 A -0 B = m ,\ 则丑叫做二重点.在这情况下还有另一个二重点 
F , 而0是瓦 F 的中点. 0的共轭点是无穷远点. Desargues 在一 
根与三角形三边相交的直线上应用 
Menelaus 定理，证明在 5, /及 
B ' 有对合关系时(图14.7)，若从点 
• P 把它们投射到另一直线上，成为 
点4及，戍和風，则这第二组点 
也是对合的. 

关于对合关系, Desargues 证明 
了一个主要定理.为此我们先来考察完全四边形的概念，这是 
Pappus 已经部分探讨过的一个概念.设从 G Z ) 及五是平面上 
任意四点，其中没有任何三点是共线的（图 14.8). 这时四点就确 
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定了六根直线，形成完全四边形的各边.对边是彼此不相交于四 
点之一的两边.例如及 2)丑 是对边， CD 及 BE 还有 BD 及 
也都是对边.三对对边的交点0, F 与 A 是四边形的对边点. 
今设四个顶点 B ， C ，_ D , 丑在一圆上.如果一直线 P ^ f 交各组对 
边于 P ， Q ; J ， JT ; 以及 (? ，丑； 交圆于4 ilf . 那末这四组点是四 
组对合的点. 

其次，设在图形所在平面外一点把整个图形作一投射，并取这 
投射锥的一个截景.这样原图里的圆就变成截景里的一个圆锥曲 
线，原图里的每根直线变成截景里的某根直线.特别是圆内接四 
边形就变成圆锥曲线内接四边形.由于对合关系在投影后还是对 
合关系，故得一个重要而普遍的 结论： 若作一圆锥线的内接四边 
形，则住一不过顶点的直线与圆锥线以及与■完全四边形对边相交 
的四对点有对合关系. 

Desargues 其次引入了调和点组的概念. 良 A , B ， E ， 及 
说是成为一调和点组,如果相对于对合关系中的二重点丑和 P 来 
说，2与是共轭点.（现今定义交比等于一 1的点组为调和点 
组，那是以后的说 法.） (2> 由于对合关系经投射后仍为对合关系,故 

(2) 这是 M6b〖us 定 义的： Barycentrische Calcid(XS21) , p. 269. 
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调和点组经投射后仍为调和点组.接着 Desargues 又证明若调和 
点组中的一点是无穷远点(在四点所在直线上)，则与之相配的那 
另一点平分其他两点间的线段.又，若 A 氧 I ， 及汉是 调和点 
组(图 14.9), 且若从0作投射，则当0丄垂直于0及时， CM ' 平分 
/ iOB 角而 OF 平分它的补角. 



有了调和点组的概念之后， Desargues 就进而阐释极点与极带 
的理论，这是 Apollonius 早已引入过的理论. Desargues 从一圆 
和圆外一点2出发（图 14.10). 

则在从2出发交圆于0及 Z ) 的 
任一直线上，必有第四个调和点 
B . 对于所有从2出发的这种直 
线而言，所有的第四调和点都位 
于一直线上，这直线就是点4的 
极带.如 就是乂 的极带. 

又，假设我们引入任一完全四边 
形，它以2为一个对边点而其四 
顶点都在_上例如，取 G I )， Z ) f 及 C 作为这样一个完全四边形 
的顶点.则2的极带将通过这完全四边形的另外两个对边点. 
(在图 14.10 中，丑是这两个对边点之一 .） 当义在圆内时，同样的 
断言也成立.若 i 在圆外，则 X 的极带是从4所引圆的两根切线 
的切点(图中的点 P 及 Q ) 的连线. 

对吁圆证明了上述断言之后, Desargues 又用从图形平面外一 



图 14.10 
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点所作的投射及其一个 截景来 证明这些断言对任何圆锥曲线都成 
立. 

Desargnes 把圆锥曲线的直径看作无穷远点的极带.我们马 
上可以看到这定义与 Apollonius 的定义是一致的.设有一组平行 
线与圆锥曲线相交(图 14.11). 这些平行线有一公共点即无穷远 
点.若2況是其中一直线，则乂菅上关于1及及而言的无穷 
远点的调和共轭点是 弦丄及 的中点同样，无穷远点对于 
和扰而言的调和共扼点是弦 AB ', 的中点庆.平行弦族的这些 
中点位于一根直线上，而这直线按 Apollonius 的定义也是直径. 
Desargues 然后证明关于双曲线的直径、共轭直径以及渐近线的一 
些事实. 


现在我们看到， Desargues 不仅引入了诸如无穷远元素等新 
的概念以及许多新的定理，尤其重要的是他引入了以投射和截景 
作为一种新的证明方法，而且通过投射和截景统一处理了几种不 
同类型的圆锥曲线，而 Apollonius 则是把每类圆锥曲线分别处理 
的.在这一个天才辈出的世纪里， Desargues 是最有独创精神的数 
学家之一， 



4. Pascal 和 La Hire 的工作 

对射影几何作出贡献的第二个主要人物是 Blaise Pascal 
(1623 〜 1662). 他生于法国克勒芒 ( Clennont )， 从小多病，并在其 
短暂的一生中身体一直不好.他的父亲 Etienne Pascal 本打算不 
i 他在十五、六岁以前学数学，因他认为一个孩子在年岁不够大因 
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而不能吸收时不应让他搞一门学科.但 Blaise 在十二岁的时候就 
—定要想知道几何究竟是怎么回事，而一旦人家告诉了他，就自己 
着手研究. 

在 Pascal 八岁时，他家迁到巴黎.早在孩提时，他就同他父亲 
参加每周一次的 “ Mersenne 学院”(其后变为自由学院，并于1666 
年变为科学院）的例会.当时会员中的人有 Mersenne 神甫， 
Desargues , Roberval (法兰西学院数学教授 )， Claude Mydorge 
(1585 〜 1647) 和 Fermat . 

Pascal 把相当多的时间和精力用于研究射影几何.他是微积 
分的创始人之一，并在这方面对 Leibniz 有所影响.我们也提及 
过，他也参与了开创概率论的工作.他在十九岁的时候就发明了 
第一架计算机，以帮助他父亲干课税员的 工作. 他在物理 _ t 也有 
些贡献,如独创一种抽真空的器械，发现空气重量随髙度的增加而 
递减，阐明了液体中的压力概念.他在物理方面的工作是否具有 
独创性是有人怀 疑的； 事实上,有些科学史家按照他们的心胸是否 
宽大而把这看作是普及性工作或剽窃. 

Pascal 在其它许多领域里都有伟大成就.他是法文散文大 
师；他的《思绪》(?*抑《以)和《外地短札》 (JLettres provinciales ') 是 
经 典文学作品.他也是出名的神学辩论家.他从童年时期起便想 
把宗教信仰和数学及料学的理性主义调和起来，而这两方面的兴 
趣在他一生中都分去了他的精力和 时间. 他也和 Descartes —样， 
相信科学真理必须清楚而分明地符合感性认识或符合理智，或者 
是这类真理的逻辑推论.他认为在科学和数学问題上不该有故弄 
玄虚 之处. “凡有关信仰之事不能为理智所考虑在科学问题上 
只牵涉到我们的自然思维，权威是无 用的; 科学知识只能建立在理 
智的基础上.但信仰的秘奥是感觉和理性所不能察知的，所以必 
须凭圣经的权威加以接受.他谴责那些在科学上滥用权威以及在 
神学上使用理智的人.然而信仰的境界比理智更高出 一层： 
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宗教在他二十四岁以后主宰了他的思想，虽然他仍继续从事 
数学和科学工作.他认为单纯作为一种乐趣来从事科学工作是错 
误的.以乐趣为主要目的而搞研究是糟踏了研究，因那样的人怀 
有“一种对学问的贪欲之心，对知识的无厌嗜求…… . 这种对科学 
的钻研首先出于以自!为中心的关怀，而不是着眼于在周围一切 
自然现象中找出神的存在和荣耀 

他的数学工作主要是凭直 观的； 他预告了重大的结果，作出了 
高明的猜测，看出了推理和运算的捷径.在他生命的后期，他把一 
切真理来源归之于直观.他关于这方面的一些话久已闻名于世. 
“心有其理，非理之所能知“未谙真理者，才发觉需用理智这种迟 
缓迂回的方法“孱弱无能的理智啊，你该有自知之明 

知果我们可以凭1660年8月10日 P 明 cal 去世前不久给 
Fermat 的一封信来作判断的话，可以发现 Pascal 似对数学颇有腻 
烦之心.他信中 写道： “随便谈到数学，我觉得它是对精神的最高 
锻炼; 但同时我又觉得它是那么无用，以致使我觉得一个单纯的数 
学家同一个普通工匠极小差别.我也觉得它是世界上最可爱的职 
业，然而仅仅是一种 职业； 我也常说想[学数学]是件好事，但为此 
费力则 不然： 所以我不愿为数学而多走两步，而我想你也会深有 
同感.” Pascal 是个多才多艺然而性格矛盾的人. 

Desargaes 敦促 Pascal 搞投射和取截景法，并建议他要把圆锥 
曲线的许多性质简化为少数几个基本命题作为目标. Pascal 接受 
了这些建议.1639年他十六岁时就用投射法(即取投射锥和截景） 
写了关于圆锥曲线的著作.这本著作现已失传，但 Leibniz 确于 
1676年在巴黎见过，并对 Pascal 的侄甥谈过这作品的内容.有一 
篇长约八页的《略论圆锥曲线 》 (Eggay m Carnet , 1640) 当时只有 
少数人知道，旋即失传，直到1779年才重新发现 Descartes 曾 
见过1640年的这篇短文，觉得如此出色，竟然不相信它是一个笔 


(3) (Emres, 1, 1908, 243—260 
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样年青的人写的. 

Pascal 在射影几何里的一个最著名的结果(都发表在上述两 
篇著作中）是现今以他的名字命名的定理.用现代语言叙述，这定 
理的内容 如下: 若一六边形内接于一圆锥曲线，则每两条对边相交 
而得的三点在同一直线上.例如（图 14.12) 尸， Q 及及在同一直 
线上.若六边形的对边两两平行，则兄 Q ， 及将在无穷远线上. 



图 14.12 


关于 Pascal 是怎样证明这定理的，我们只有一些线索.他说 
由于这对于圆成立，故通过投射和取截景，.它必对所有圆锥曲线都 
成立.显然，若从图形平面外一点作上述图形的投射锥并取一截 
景，则截景必含一圆锥曲线及其内接六边形.而且这六边形的对 
边将相交于一直线上的三点，即对应于原图尺三点的点及 
. PQB 线的直线.顺便提一下，关于两直线的每根线上有三点的那 
个 Pappus 定理（第5章第7节)也是上述定理的一个特例.当圆 
锥曲线退化为两条直线(例如当双曲线退化为它的渐近线时)，那 
就得出 Pappus 所说的定理. 

Pascal 定理的逆定理(即:若一六边形的三对对边的三个交点 
共线，则六边形顶点在一圆锥曲线上)，也是成立的，但 Pascal 并 
没有加以 考虑 . Pascal 1640年论文中还有其他结果，但不值得在 
这里多谈. 
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投射和取截景法也为 Philippe de La Hire (] 640〜 17] 8) 所接 
受 . La Hire 年青时是个画家，以后转而搞数学和天文. La Hire 
也同 Pascal 一样受了 Desargues 的影响，并在圆锥曲线方面做了 
相当多的工作. 1有些结果发表在1673和1679年的论文中，是按 
希腊人的综合方法但采用了新的观点，例如以焦点-距离来定义椭 
圆及双曲线，有些结果应用了 Descartes 和 Fermat 的解析几何. 
他的最大著作是《圆锥曲线 Canicae , 1685)，这是专门研 
究射影几何的. 

同 Desargues 和 Pascal 一样 ， La Hire 也先证明了牵涉到调 
和点组的圆的性质，然后通过投射和取截景，把这些性质推到其他 
圆锥曲线.这样他可以用一种方法把圆的性质推到任一类圆锥曲 
线上.在 La Hire 的这部1686年的著作中，虽然漏掉了一些材料， 
如 Desargues 的对合定理和 Pascal 定理，但几乎包括了现今关于 
圆锥曲线的所有熟知的性质，并且都用综合方法证明，作出了有系 


统的陈述.事实上， La Hire 几乎全部证明了 Apollonius 的 364 
个关于圆锥曲线的定理.书中也有关于四边形的调和性质 .La 
Hire 总共证明了约有 300 个定理.他打算以此表明投射法比 


Apollonius 的方法高明，也比当时已经创立的 Descartes 和 Fermat 



的新的解析方法（第15章）优 
越. 

总的说来 ， La Hire 所得 
结果并未超出 Desargues 的和 
Pascal 的.但在极点和极带理 
论上他有一个重大的新结果. 
他证 得:若 一点在直线上移动， 
则该点的极带将绕那直线的极 


点转动.例如，若 Q (图 14.13) 沿直线 p 移动，则 Q 的极带绕直线 


P 的极点 P 转动. 



5. 新原理 的出现 


5. 新原理的出现 

在 Desargues , Pascal , 和 La Hire 这些人得出的一些特殊定理 
之外和之上，当时开始出现一些新的思想和观点.第一个是关于 
一个数学对 象从一 个形状 连续变 到另一形状的 思想； 这里的数学 
对象就是几何图形.从 Kepler 1604年的《天文学的光学部分》 
(Astronomiae pars 里，可以看出他似乎是第一个掌握了 

这一事实 的人: 抛物线、椭圆、双曲线、圆、由两直线组成的退化圆 
锥曲线，％可以从其中之一连续变为另一个.为实现从一个图形 
连续变换为另一个图形这个过程，比方说，从椭圆变到抛物线然后 
变到双曲线， Kepler 设想一个焦点固定而让另一个焦点在它们的 
连线上移动.若让动点移向无穷远（同时让偏心率趋于 1), 椭圆就 
成为抛 物线; 然后让那个动焦点又出现在定焦点的另一方，这时抛 
物线就变成双曲线.当两焦点合而为一,椭圆变成圆;当双曲线的 
两焦点合在一起，双曲线便退化为两直线.要使一焦点从一个方 
向移往无穷远而又从另一个方向重新出现， Kepler 就假定了（如 
前所指出过的）直线向两端无限远伸之点在无穷远处合成一点，从 
而賦予直线以圆的性质.虽然在直观上这样看待直线并不令人满 
意,但这种思想在逻辑上是合理的，而且事实上在十九世纪的射影 
几何里成为一个基本原理. Kepler 又指出，若连续改变那个截割 
圆锥的平面的倾角，便可得各种不同的圆锥曲线. 

Pascal 也应用了图形连续变化的观点.他让六边形的两相邻 
顶点彼此靠近合而为一，使之变成一五边形.然后他从六边形的 
性质，考察这些性质在图形连续变动时出现什么情况，来推断出五 
边形的性质.同样，他从五边形变到四边形. 

( 4 ) <cAd Vitellionem Paralipomena, quib*^s Astronomiae pars Optica Traditm^ 
v«Vitdlo —书补遗,内含天文学的光学部分 >). 
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从射影几何研究工作中明显出现的第二个思想 是变换和不变 
性.从某点作一图形的投射.然后取这投射的一个截景，这就是 
把原图形变换成一个新图形.原图形中值得研究的性质是那些在 
变换后保持不变的性质.十七世纪的其他一些数学家如圣•文森 
特的 Gregory (1584 〜 1667) 和 Newton ^> 还引入了投射取截法之 
外的其他变换. 

射影几何学家也着手搞代数学家（特别是 Vieta ) 所开创的寻 
求一般方法的研究.在希腊时代，证明方法的功效是有限的.每 
个定理都需要有新的一种办法. ： Kuclid 和 Apollonius 似都不关 
心找一般方法.但 Desargues 却强调投射取截法，因他看出凡是 
对于圆证明了的性质，都可拿它作为一般方法来证明它们对圆锥 
曲线也成立.他又从对合与调和点组的概念，看到有比 Eudid 几 
何里更一般性的概念.事实上，四个形成调和组的点，若其中之一 
在无穷远处，就变成三个点，其中一点在另外两点联线的中点处. 
于是调和点组的概念及有关的定理比一点平分一线段的概念更一 
般. Desargues 和 Pascal 想从单独一个定理推出尽可能多的结果 
来. Bosse 说 Desargues 从他的对合定理推出了 Apollonius 的六 
十个定理，受到 Pascal 的称颂. Pascal 通过寻求不同图形间的关 
系如六边形与五边形之间的关系，也想找出处理这些图形的共同 
原理.事实上，据说他通过考察有关图形的定理和推论，从他关于 
六边形的定理得出了约400个系.但现在找不到他在这方面的著 
作了.注重方法的精神在 La Hire 1685 年的著作中是很明显的,. 
因它的主要目标是为了显示投射取截法比 Apollonius 的方法甚 
至比 Descartes 的代数方法优越.追求结果与方法的一般性这项 
工作在其后的学工作中成为一股强大的力量. 

几何学家虽重视了方法的一般性，他们无意中却又发掘出另 
一类一般性.许 多定理，如 Desargues 的三角形定理，处理的是点 
( 5 )《原浬 、第 3 版，第1篇，引理 22 及命趄 25. 



和线的相交问题，而不是象 Euclid 几何里所处理的线段、角度和 
面积的大小问题.线的相交这一事实在逻辑上应先于考虑量的大 
小，因为正是相交这样的事实才确定了一个图形 f 组成.几何的 
一个新的基本的分支诞生了，它着重位置和相交^•面的性质，而 
不是大小和度量方面的性质.然而十七世纪的射影几何学者用 
Euclid 几何作为基础，特别是用了距离和角的大小这些概念.而 
且这些几何学家非但没有用新几何的观点来思考问题，亊实上他 
们还打算改进 Kuclid 几何里的方法.他们工作中蕴含着几何新 
分支这一事实，是直到十九世纪才认识到的. 

虽然射影儿何方面的工作起初是为了想给酬家提供帮助而搞 
的，但后来就分散到圆锥曲线方面并与之合流，因那时对圆锥曲线 
的兴趣又高涨起来了.不过纯粹数学并不迎合十七世纪的时尚， 
那时的数学家对理解自然和控制自然 的问题 ——简言之就是对科 
学问题——远比这个来得关心.用代数方法处理数学问题一般更 
为有效，特别是易于得出科技所需要的数量 结果. 而射影几何学 
家用综合方法得出的定性结果并不那样有用.因此射影几何就让 
位给代数、解析几何、微积分，而这些学科又进一步产生出在近代 
数学中占中心地位的其他学科. Desargues , Pascal 和 La Hire 得 
出的结果被人遗忘了，直到十九世纪才又重新被人发现，而那时 
候新获得的结果和新观点使数学家能培育出潜伏在射影几何里的 
重要思想. 
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